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第 一 章 KA., ЖУ 


AFER 


Æ = Шр И. B RB TE. ОМБЫ УТЕ, 
Ери RY PI WL d $ pu HI. 
КЕНСЕ. 
1. Ж ДН ИННА Л) Мы Trin VL UNU. 
2. A H 32 AENDE ta A И. 
3з. ЖН] 37 l ОРАТ #: 
HH lim f (a) — Art fa 站 小 
利用 册 个 重要 极 了 县 . 
6. ЖЛЕ Я. 
7. PRL SEIA НЕЛЕ К ЛУ ЛУ. 
8, ВЕНИТЕ ЗЕН. 
9, ALH RARI EE TE. 
L0. H HGE fl: Z: zÇ. 
11. ЖНА. ARAE. 2717. Eeft, Ltg 


Hoa 
ч 


єт] 


12. Ваа Ап ед. 

15. й Н нт (z). 1= lim 050 |=- А4 |. 

11. 利 ТОЛ ЛҮК ТТС э Ж. HI g; Сг) =. А, 
пы С lim f б) а # li т! А, imr xo => 
аА I Е 

《这 下 方法 的 例子 见 以 上 语 各 章 ) 


15. ЖН PW PO LS TAS DH, 
16， 利 用 导数 定义 ， 

17. 利用 微分 中 值 定 理 写 泰 秩 公 式 . 
18. 利 四 定 积 分 定 ¢ 尖 、 定 积分 性 质 ， 
19， 利 用 收 钱 级 数 的 性 质 ， 
常用 的 不 等 式 ， 

1. R ту, ro se, Z, Pe n TER. MA 


Ja < ELE z: on + x, 
1710076". = ' И 








2. (ав) (Уа + (So 
关于 等 价 无 穷 小 : 


L. AFEEF MAKD. 


、 
ЩЩ r=) Hf, sinz==x, tanz zr, arcsinr> zx, arctanr= x, 


2 
1—созл==®-, Inilte, e*—]2 zx, a*—1- z)lna, (1 а) 


2 
az. 
2. EARRA GAT 7 асаб, p>, M lim Ç f= 


¿yr 


lim Ff limaf = lima f. 当 lim F 


z 1 HF, lim (a — 8) f = 
limte — B' ) f. 

二 、 例 题 选 讲 

例 1 EH: AFER r, у, 有 f(y)— Fna BM 
HERF n, Еа, 5. 有 

РО) — (a) < ay 


证 Fash, FIERAR. 

在 ab, ЖЮ ach, [аЬ] 等 分 , 设 分 点 为 x,, i 一 0, 1, 
2, r, и, M 

кде 


Ру — а) = Ne) Seo 


>Ja) f Uz ) | аш, + 1) 
“I D ат Ë а | ] | 
а А | 214! _ 1+, ‚ 
2, | H | > i R {А TE 


例 2 AR vjr). Eici, m o REER ОГ -as 
г РЕХТ). SK. Eroa aeli Bra У. 
ME на. YW r. f 
/(а = p) ўба fr = СЬ r) 
їл у= fia + (ғ = ay) == jiu = a) ) 
— /f(?a — rì) = fb -- (9a -- 3 Вр 
= fih (2u 2 B) — fr~ H шу) 
ДУ f ea) hÜ JE] HH pg ЖМ. 


例 3 AJO tP з. H| rl мМ 
HE] С) R ЈА АД РЕ 9. 
ME XY rE >35, +) 


facas fl — |; г 
1 Fë | o] 
— 2 + МЕД > + Ар / | ә | + 
| | ШЕ 
у-ү лт Ve Foy 
| u 1 /, ~、 
=, TN f (a) — f la) 
| | | А Е | ОГ | 
=» taj у Ж)! (ШЕЙ. AUO ыз s | 


故 六 xz) 是 周期 函数 . 
例 4 没 F(tz) 除 z=0 与 1 两 点 外 ,对 全 体 实数 都 有 定 关 ,并 


满足 等 式 Fe F| £| 一 十 工 ， 求 明 煞 F (zx). 
解 ” 设 已 知 等 式 为 (1)， 将 (1) 中 之 换 成 三 一 得 








x= = — 1] z 
l 4 
将 (中 工交 成 一 一 1 得 
к|— 1) Fa = 22 (3) 
= — 1 а — | 
(1y+ (3) — (2348. 
2F (=) == ] pyp 2 l 
х — | x= 
. х 1 
Ё (z) = 2к(т — 1) 


15 如 果 F(z) 是 (一 ce, 十 cc) 上 的 周期 函数 ， 昌 jinf| 1) 
=0, Ж flr). 
tY z€ (一 天 ,十 ceo)， 由 题 意 ， 了 ERT, 使 
fad = Ре + T) =e = flx p nt) 


又 由 lim/[ 1 | 二 0， 得 
Р(х) = lim f (z + zf) = 0 


He К lim arctan — lnr * snr) 


E HT 


- | lnr . | 
z — lnr - sinz = r|] — —  , sinr 
T 


М ж |с, ал „о, 51 有 界 ， ЕУ 


. Ü * 


lna 


«кг —= Ü 


> — lnr + sinr — + =- 


- . п 
lim arcran(z—In * Maak: 
BI] 7 *Rlim| x` 5 — —- -—— | 


RE ARSIM; Eo Da a as A d i LE a 1)) 
= lim [0D (42) 3 | 3 Fea дн) | 


= lim H [0 H2 n H PH +» } | 


* 














一 ]imn 1 Kasa ) лп 1) (29 ЕЧ 
меа а Р” р 6 
_ 1 
6 
F 
例 8 求 limces = cos э COs > 
# 了 厚 式 一 lm l соз —cos Z recos Z sin 
"= on 20 = 2° ә" 
у" 
ү SIT — lim S117 B SIT 
к. . „+. 
1 оір > эл, оз га 


19 Rlim| q p i рас ob 0 
n = |, id ' 


бр _ ` 
Ж Fbl 则 lim| 1 — Уе — | = | 


їч 


E |+ Z — 1). 


рту, = mnln| | 
uma яе 2 


yh —] 


ti 





= mz 


=~] 


Л -In# ] 
一 limsa 8 2јар = р“ 
a а 


i ЕИ 








倒 10 К! iim | arctan 2 £T к — аап 1249 
解 ” 由 于 当 = 了 一 cc 时 ， 


z m. 





2т 5 z 十 了 
arctan p 11 一 агсіап — 1.2 — [| 
27 十 5 _ 21° + 1 
原 式 二 пт tan| arctan 2] arctan ©; T 2, 





= lim 5] 2° + 2 
Teo p 22 + 5 25 十 7 
rt#* +1 а + 
r=, (2 + 1)(2z* + 2) -H (22 十 5)(2z2 + 7) + 7} 
_ 3 
5 


Ў 11 жи уша (ас>б,азчЄ]) 


| 











一 à 
Ж EAS lim -一 一 L 十 lim < 
K. + “+ __ 2 — 
= lima” PORE + lima’ © = 
— g” lim Crlogar 一 工作 ne + а? lim qx — ayna 
та + ё& T =a = — zt 
z| z 一 1 Ina 
= а“ пп + ana 
r ej т — 4 
了 ln 一 
= a“ im —— + апа 


— a` hmm - —— | апи 
ү, 7 i 
БЕ | 
-+| — | | 
— a” [im -- -— | aluga 
r rl — g 
— g” + апа — ар F lna) 


例 12 m 
解 IRA mor 


— limn" 


ч = x 


-= цн" 


FJ таҥ 


— lia 


Klim 


т ' 


例 13 


Јар: 


mA — limn ——T[ :: 


解 


r =l 


Жн ШУ, 


- | “ T 
` .£ 1 


I] 


r = | - 
КИИ rog) 
— ， i 
T 


V [тг 


, _ 
onn į- l} 


соз{ ке )—-соз{ ге `) 


-> 





де 十 -FTC Tre ae 
A 


е 


ч М 


(e te ‘Ye (е -— 1) 
1.г 
бете Oe 24 


{ғ 


woje ' ne | 
例 14 Ж dim LA Crea elr Ва) е! 


8 t- lim! 


r— 1 ' | 


— lhm r 
epo 





. lji чр м 
= lim ж | 11+ У" 
r = | ` М. +! | Д 


' | 1 
х | 


J 1} 一 | | | 


Te 
' 











Е 


l 


1 
一 = lim + nhan а) 二 十 - + 5, L| 


her o, a aaltje i Р Ыт. Ó 
HESE 

l 15 tim MY руа) 

R Rlm -vI FGD) (аа D) 


ATED) ао 





| oo | l... 

i е0 6-0) 51-90) 
Ton (1 —r)%_1 

imt. lL 
БЕ 3 п m! 

#1] 16 Ж im EZ T g Бача? +rłl 
(ze; 
тл 


. $ 3 2 . - š; ñ . | 
E 原 式 lim | pti, ЕЕЕ 
= 1.5 т T 
пе 1+2, j- lim P | W 
— ——— г —— 3 qt 
= 

















ЕЎ. | " 3 > ш ‚ | 

x 1 a =н үл} | 
— |; _ ` triat] | _ 
Jim з 1-- rt 1 
. ж? Wan | 
lt 1 | 加 
一 А 

lim л 5270 15 
т—=+ = e 





` 10 ° 





=- h Тж a lm a+ 1 ғ 
р ЭШ š 4 rt r- | | q 了 
lr 1 1 | 
бр" Ам _ А 
dim М | Fa o7 д Н ) 19 


бу ут кш LES Veoste Vossa 
一 1IT1 P 


з =l] 


ÑE In = = lim. 





] —cosz p eos raros weos2y + 








































| А ОЦ 
CON T N CON TOON w Сок? сл сокак 
. -o COs.r -veus 2. osr — : 
lim -一 | hiuusa 7 сока сов? * 
p Fak a Ч 
r с. ri 
] w COSG . ‚| r (CDS 2. -- 1 -- | 
— = рт =, —mceosz = — — =— — 
Е ， - I-es .二 
— įl+wosr ])]' 1 
limecosr x cos2 r: _ — 
o, Fia 
] 
| > (сок р 1) 
— Z —limcosz 一 — -— Ions v Сок 2р = 
А r *+l ë "uj 
] | | | ] ] 
—(cos3r -1) о ry Top Bry 
л йы ч `š 2 
— Л А о т -| tm 一 ma 一 — Т _— _ T 
Г ‚- л? кє; г 


_1,,, 3 _, 
= 11} 5 ` 3 
例 18 LZ а, 2210), r=]. 2, +++, р, 2 
ота ет . ч, + ter 十 - ил у!?Н 


i" 


解 全 сах 1 ‚ М 


r” f" 
Fe F| „ ‚п __. , 
(al — E 十 sre -f 2) ш. | Г 


А I -— 
— л} ”一 rl АУ р 


HTJ lima m =u 


|; :! 


. li 


F Ta 579 я: JE 
lim а! + a, + == тка!” — a = = max (a, 
例 19 空间 物体 T, 由 所 有 到 给 定 的 同名 边 形 S ВЕ Л 
过 > 的 点 所 组 成 ， 设 了 cr) 为 其 体积 , 求 im 7. 
解 设 P 为 S$ 上 任 一 点 ， 则 以 为 中 心 , r 为 半径 的 球体 全 
ЖЕТТ. 中 ， 因 此 


| 





VV (жк) — лез 


R P ES 上 其 他 点 的 距离 的 最 大 值 为 4, ШТ, 会 于 以 了 为 中 心 ， 
以 rtd 为 半径 的 球体 中 ， 因 此 


Ver) < Sr L ау: 




















4 ҮС) | d}? 
үч a Т иг ул 1+5) 
于 а 4 
BF im$a[ 144] =+" 
к im у = п 
例 20 iR а„с>б.,л=1,2,°,л„-—= =, 十 -一 全 1 
lta, 14а) <14аз) 
а, | | 
TATa dia). (ap „ЗЕЯ тл, 存在 . 
证 因为 ,>0, n=l, 2, ==, 所 以 《zo} ҸАН. 
.a _， Z __1 
=i pa =! ] +a 
= j — = — Ч +а) 1 
7 Itat AFA TaD THa Оаа 
р 
l + а; r 《1 + ail + a) 
1 


l GTZ a 


. 12. 


l 














"пі. — 1 _ — о 
ИЧ ta =] ( | Ра (1 аз) [аа |) 
LI 

| — __ — -a fl oa 一 
Л ta 2а аа Fa) 
баео 

(lade el- an 1, 1а 01 а.) (11 2.) 
21, —1 __ 

(1 Fadel l+ Has- › (1ч) е] Fa, р) 

_ Bj _ __ 

El- a El Harte land 
一 = 上 - -mn 1___ -= — 


Ш zeci, НАТА W MED. lime, Tie. 
例 21 求 limsinsin кїп т 
"IK 
Е 5 raS SIDRSID---Sin.T 
nik 
当 ort АГ, H 
— SINT, СШ Г, 


A 


1. ЛД Л. М О, 1, lime, TE. Н о. Шта. ie 


lm. = А 


r] — 


HH ег Sinar a. DN IB JE ЕНЕ 
A — ята. А = 0 
ра lme,- 0) 
` 270 IF. у„—- sinsin'esin(— r), ky | КЁ 4: 


Hm, — 0 


H 本 x- 


622 бао. түм ш =EN ad а маф. = 


BE zz。 1» H| 


= = Ма + r. > Ма + „л = Xx, 
kt (z, ВЕ. ЈАЈЕ ДП. 
V + = al. а, 设 rlt a, 则 有 


х„а=^һМа-+кх„<^ё aj l+ а TVYat+li2v а =l+% a 


Biro ALF, АТ liman 存在 . їх, A, H 


Ть+ = Ма + z. 
两 边 取 极限 得 
A= Уе + À 
; „1 + 4а | — af | 
Ыг limz, = ESET 


注 ” 本题 1x,} ,的 单调 性 容易 让 明 ， 但 上 界 不 易 估 计 . 不 妨 假 设 


(zi 有 极限 А, Ж д У #8 十 49， 将 4 适当 放大 到 


1+1 +42 + dv а 
2 
Шм a Eir HERRALA. 


例 23 Су) OED (1, у= уф 5, 020, 
ху тоз ло? + Е = { (ты, ОБ}, = l, 2, HE Н lim z, TF 
在 ,并 求 此 极限 值 ， 


证 > т==1, FOCU ra, = 


А < =] + x < 


л 


2 

э У-У 
Ру 10) = у ?уф10= (у= 1+9 
(ух) = (уж) 9 

. 4. 








Fu y) = T, 
(Эту -二 3 _ ғ 1 5 
+I Ty Pn ' 
4 G ] | - 9 "`" i А 9 = _ “ 
Pa ол Tg T E t 
Tu~ | 1 | 9 | - ] | ЕД — 
二 ] -+ "1 “> 1 一 ;| = | 
z 2\ ом #17 3; 


Ве 单调 减少 并 有 下 界 ， 故 limx, df fr. 
hmr, =A, Н] 


= = 


ЯЛ Д iç 19 





解 得 4 一 3(A4 一 ”3 820, иал 3. 





. | ‚ | | 
例 24 Babo, 220. Ж йт, T 
2, +. Klima, 
= inil L| eta | 1 | - | 
т 4 | y? 
4 | = ` 
derr а 
Nr 
ДНР F. Х 
Ani] __ 1 ' o c | p ] | 3 | г! 
. A rih 47 a! 


ET E + Сыз E|! 1 -二 22 j] НД |2 . Ду тт лж {р Ж ' 
m | - Р 1 





ilime., — a, H r... = 


| 中 区， 一 “+. 
' + 


. 1—1, 


Kasa i ‚ А Pk fF 


解 得 A=. a , п, = a. 
注 一 般 地 ， фт z Ü, T0, 
na 三 二 | Gm 一 Dz + 29| оп 是 正 整 数 ) 


ЕЕН т, а. 
例 25 1, аа, зе. zal 二 1 十 二 ,一 1， Ë, "е, 
i- 1 т 
证 朋 limx。 ЕТЕ. НАБ B. 
解 1 n=l, = l+ 2, BSS, Ш = =l 
有 == >r =. 2, ИП (ra H PF. 











Хы = 1 + 一 > ] + Tint? 
2n— 1 es | 
] ] 
онр 1 + | < 1 + T = Жуз 
Ltn Tint 


BN {roni t E E р, {ть} ВЕЛЕЖ 15, поа т Bf £. 


L Иипл„—1= 4А. lim ra B 
Hs Me 


由 zx。11=1 十 一 崎 边 取 极 限 得 


— 1 — 1 
А=1+-, В=1+ 4 
解 得 A= B= — м 5 


тл, TE, Ні, = 一 
#2 WIRE йт, FE. Зал, = А, H 


+ 16 + 





T 
[ x 2 
lime = = =y 
HECERA тыз. ИТ 
> -> 
ре] _ 1 oO] 
Уп | |: 3 | 
па 12 l 
| 1 РА | Ün 
-1 
A A Ë 2 
а “x KW бес ОМ 
及 lim| ~ 一 =Ñ, falim y, —0. Шү 
lime, = L HvD, 
Mæ 2 


= 
Гы 
=) 
т 
^ч 
= 
S, ? 
е 
x 
， 
т? 
— 
тї 
ке, 
= 
- - 
= 
+ 
г. 
| 
ны 


5 ар аф, ; Е, 
а Ё" Чао о» t u f h 
数列 的 极限 . 
daoi HE Pn f йч» баа Б.) 
D, +1 2 i G a ё, Н Ја, 


2030. _ 





_ 25 +25 + Zan 2а Ë, + 
ш dc Jand, 


ii д. | | dtl. 




















al = * 17 < ә а 

= о = 40 

ар = “у^ < e e = Á 
ШЕ. 


对 比 有 

b < b, = b, =< += =< 5, = z, = се < 29 $ 0) оя 
В (а) 与 1 都 是 单调 有 界 数列 ， 故 都 下 极限 . 
ma, = А, итд, = B 


FH —. H—= re 


+ 


an 十 名 


由 “арр 一 5 


А я-=со1Ң a=, WW А=Л. X HE HZA 


абу = ab, а,б, = а, 1б, n = 0,3,5 
有 2.5, = аф. > пос {Ж 


AË = ab, А = alab 





4 lima, = тб, = sf ab 
{| 27 I t=T, +=, З= 20,7 Ч, > (m 2), sKlim x... 


解 由 T, = 223 | L Жыз» 
2 ] 
有 En 4,1 T а, 
— -+ç | 一 二 | Gr 
-Er En— 1 一 q a —1 An- > =| 3 А — 2 7 3 
Е Е 1 H— | E ] ' #—1 
m(t] aeon 


. |. 


eT 


一 





| ] н] I 1 | "J | | E 1 | | | 
=A z) зу с ETa) t a 
] Ин 
р i | [ a 
— - -4 -一 一 rm 一 一 | | Eu — 7 
+ 
а 11" 
lmr, = jir | — |] 一 | — 7 | I | 7 |- — ч 1 T= 1 
ri жам n- L | I ~ 1 
例 28 а = Ë á | -二 (m= 2, à у, K 
Ё | A > 4 1 А a, | 2 1 i * т * 


Bras An- 
解 8 6= 5. НҒ 
[1 


а = АГ = СОЯ 
| хә 


ma l 


== COS - ~ 
2 


u iad, -= it cos 71/2 — eos 
` 2 2°! СА! 2. i 


. g 
设 ze 一 cos go WA 











- —— —— — o o o 
l ] | 2 ， 
а= T; „= | | + cos эл i J == COS 
CA 
yi dn Z CONS >" 
meag. "a imens Ë оҳ z соз 一 
кс. 1 z rl e wa - 9 i= 2? ` а 
I Sin |+ sing 
-一 — |; — _ 
= an _ g m =. n 9 
Sn л д" ` нр 
= ь 
sinf _ ып‹т,2›_ 2 
Л т/? ш 


NT 十 


例 29 іа, =3, а„—=2а2-\— 1 (ніх). Жит 2 —. 


解 小 =3>1,， Wa >i, W 
а, = дайр = 1 > ] 
ai 1 = ба. a 1) 
= (2af 1 — ] + l)la. — 1 — 1) 
= Yai lafa o 1) = Zaka- баар 1) 
=r == 0209 lal ay за бал — 1) 
9142 afrua] = ("аана 1} 


2 
故 有 7 


{CO As LETS 





| | 
T ] _ _— ._ 
由 本 m Радо, 9 
а 








и lim 


14-0271 ("a a, a. -] )° 


2 
ак — 1 | 1 
== тр ” 一 + lim 一 一 一 一 一 一 一 了 
тк ( 2" djaan" T k H (пауза, р) 
í | 一 2 
得 lim .一 2 = /3 
Ж rr 2 itikat tn] 


зо CA (z) RERA, HA 
LE на 6020р (#0) 





lim 一 
r+% £ | #й twig © — Ча 
С) 
Klim zr—4 


Eo ”根据 题 意 有 
(т) = (Ах -{- Blr -- да) (е — da) 


lim = lim{Ar + Bltr— Да) 


r= T — ZT— л 


= {дала + Ei да) == 1 





hm La = jim ArtR) lr- 2a) 


-ed Д7 — фт 


— fja AtHB) - 2a=1] 





1 

O оду С, БС — 3ay(z — 2a)(z — 44) 
li = lim — 
z Б —— AcE Yh T+ — За 

= пп 二 (zx 一 2ay(xz — 4u) 
F- i ет 

21 
2 
例 31 BAN у= y (=) ЕҢ 7] #ЕЁ r*+ у — Заху = Q СЭЭ: 


Е, Ж 
k 一 т > 和 lim (у 一 kr) 


T+ сс T 
Ж БЕРИЯ, 5 rolt, у 02, H. 
(r 十 yir 一 ту + у) = х? + у" = Зату 


Зах у 
ж = 一 - 
Ут z — zy + Уу 


yo дау 
= — 1 + =; 2 
2 х“ — жу + у 


рф Â 
(z — у) + =° + у 


+ оо 
lim (у — kz) = lim {у + x) 
х—=-{ = r— += 


. дал: 
== liran P АУ 
хк 10 А — Жү |- y 


lim за /{у— 2+ {2} | 


Заб 1) 


1 一 (一 1 十 5 一 1 和 2 





| 


. Zl” 


例 32 一 点 先 向 正 东 移动 a, 
然后 左 揭 弯 移 动 ug(0< 9 所 1)， 如 此 
术 断 重复 左 损 咨 ， 使 得 后 - 段 移 动 
距离 为 前 一 段 的 9g 倍 ， 这 样 该 点 有 
-RGR PHAR IR A E S IR 
发 点 相距 多 少 ? 
к ш, НУ Юм. 
第 ”次 移动 后 所 在 点 坐标 为 l 
А, En ум) MA 图 1 
A la, 0), A laag), 
Asla — agag), Аба — agag — ag’), 





A ta — ag" + agag — ag) 
Asta — ag? + dq ag — аф + аф?) 
Arka — ag + ag’ адад — ар + аа?) 


2%» у BEU У НАН ЯНЕ M, ДХ 











def 
ima, = рет А 
[e] + | | _ 2 
i + q 1 + 2, 
例 33 考虑 函数 
人 





CI + Cir + irt p = 
rH п AER, È firm S = BJ ARARE rnt 
о а 
Ж EFCC С, W 
Chil + С yz + Ca T — 5+ 


Fizan + 1) = Cia + Ch a + Ci, r? F -e 


. 29. 


= GLC: + (Ci + Сл + (G; + CDr? + ++ 

Со + Cix + Сїт? 6) + ССІ + Cie + Cir t e) 

O Cl t Cir t Car toeea 
Ci + Cir + Cir’ 十 


— firn) + = 

/(ж.п) 十 1 
.“ _ _ C. 1 
3 r= 0, firn) ст 


limf Ст, т) = į 


(тл) "T [1—.Z z)" 
(1м) "01-Е" 

1м х 
+ 
l— | 
14м. 
+ r0, @ рМ r р (созӣ і sing), W 


] — x = = rícosd — 1 sinf} 


当 TO fixen) = 2м E 





E r>, limf ien) = тм нА = x E 


шын 





] 一 





lim f (ж, n) 

n+ == к" (cosp-J-i sin0y"—=" {cosf—i sing)” 
= lim (—i)v z соіа 
说 极限 不 存在 . 


例 34 с) а EEN зк f(x) 的 定义 域 
ит оу 


к 当 >l, 
. 03 + 


Ince + т") In z” 
зу > U s Vn [nz 


由 于 liim~v n ог te, W DDE. 
= иш Æra l, 


由 于 niette EA AAN, 而 -一 是 无 穷 小 КҮ 


fir) = 0 
Мт 1, 3 # ЛТ АҢ et + z"< 0. ñK f(r)02 S Е М. 
因此 ОТЕ Who (1.1. 


WA 


SILE 
er ly 一 入 0, 求 cc A k IE (а) 


di4 
ПТ 


解 由 于 lim — IS 一 存在 ， 且 分 母 是 无 穷 小 ， 故 


lim fiz) „Jap 
im р 60| 


例 35 已 知 lim 


É 
CL. 


4 c= ФА, Ё = 3 
例 36 Ë SND =s æt? N rtl ‚ЗАК єс Ey k, s 


04 ж Боо, f (z)== 


бї 
e PA «* 


=£, 
=š 


ба) s /rz+2—2 /r+1+ Z 
={/Лх+2—-/т-Е1) (Ерм) 


_ 1 加 ] 

РЕ r+] 让 十 1 十 和 工 
Мт г? 

[wz 十 2 二 Arz 二 1 >l. ж} 


ж 
ваа МЕТКА rz ) |Z АМЕ) 


— 


4 
ж 2 


2 
h2, hl I | 2 
1 十 二 十 11| 100144152 











故 lim JC) 一 1 
1 
Ат? 
L _ 3 
因此 Ë = 4 ' k= 
__х*+ах-%__ 
例 37 Rio-de Deta 2], —2 
2 r= 
ЁБ r=] ИРЕ 5, А3 а. b ІН. 
О ШАЙЫ 
| = lim — tar _ _ 
limf) ll lim (r — Dir +2> ` f(1) = 2 


艾 当 工时 ， 分 母 是 无 穷 小 ， 故 
lim (zt + ах + b) = 0 
Bp 1++а+%=0, a= —6—1 


4 4 
ы 和 二 az 十 ZC 6— lrts 
23 Ра (2—1) (ж-- 2) lim (2—1) (2-2) 
CTT) Рл — i) 


— Im русро) 
l: галл 3j3—Ë 
DT 


. 25 + 


解 得 5 一 一 3，a 一 一 (一 3 一 ] 一 ? 
{| 38 ра ә ЕАО, ос) К =, EEE r, 
Ө 090 = fer), H }/(3%)=5, 2 f(x). 
Ж оо x|V c>0, HERH 
Ёа) = fv r= r= fl 
[J TOEO, Боо) EE, й 
F) = limf zia) = fO) 
В fix) 二 f(t1), 因 此 
fx) = /f(3) = 5 r € (0, + cs) 
例 39 BRAR .六 xz) 在 5 一 cc ,十 ce) 上 连续 ， 试 证， 对 一 切 了 
WE 27x) 二 f(r)e” 的 充分 必要 条 件 是 РС) = fOe. 
证 充分 性 ， Pt (хә) = 0e, Ш 
Fm) = f(0)e* 一 /(0)е*е* = f(x=ye* 
二 要 性 :了 下 f(2r)= (ле, M 





fæ) = limf| Z |е(-(4)”)1+ = Foe 
40 RAR SVEO DAE, Неу(х) 5 eE 


o D ЕЗБЕ ТЯН РНК. 证 明 Aen E o, D EE. 


证 i> € (0,1), у zE (z. ,1), Ее 0а) уе EL Pñ 
油 增 申 数 ， 故 有 
= 26 * 


eflir d Се (т), e fu se 


国 此 得 eo 2 f(z y < f(z), Гову =< J (Zo) 
БП e= FE s< f (z) =< 7 Ск) 

由 于 lime Со) = f (zo) 

[74 lim f (z) 一 一 Fix) 


ЕЕЕ, Үү rE (0,2). В 
f (za) < бх) < езу (zo) 


由 此 可 得 
lim f (z) = f(x.) 
因此 limf Cr) == J (ro) 
ВП zz 在 点 т, 处 连续 ,由 z, 的 任意 性 ,f(z) 在 (0,1) 上 连续 
1 rte" 
— х= 0) 
例 41 е) TE 
х 4х5 т>] 


Iz? —z— ] 


试 将 /(z 069 EARE AR) oo, Too) E СУЛК qË yE SE H. E 


(0,1? 上 的 图 形 是 以 х= + ЖКА Ж. 
解 ”由 题 意 ， 在 [0,1] 上 有 


Га = аа 4| +» 
1 + же" 


lim fiz) = шп ————O = 1 
0 ко м р У 2л" 


lim f (z) = /(0) = La 一 ф 


Н та += 1 


+ у = 


IN fer == 1 PE E, 


РА _— 
jm Fr) = lim E = 2 
t +T 


, 222 — xr — ] 
I—=| —1 


im Ра) = fO) = fa + b 


х—=1 
Н 十 一 
18 а=3,0— 2,0 
1 + хе“ 
一 一 一 一 一 + = Ü 
тте 
z 
fir) = 3[z 一 十] ++ 0 = z = 1 
х? + Ал — 5 
22 — r — 1 z > 1 





例 42 BAER г C co, oo E, Rum РУ — 0, bt 
HE: 

CDE n AAR, MUEEN EE Ettei; 

(2) En ARR, MECE 7. ЕТУ z€ (—co, te), 
A tepsa telr). 

证 2 f(z)y=x"+@(2z),DMMD Сә Соо, Боо) ЖЯ. 

(1) Hn ар, НОЖ, E 


lim fir) = lim "| 1 + PCD) 一 士 хо 
л 1 = =— + =. Г 


lim fiz} = lim zl 1 -二 P] 一 一 ce 


Ha EEL, toa (8 E=, В 
E + ФСЕ) = 0 
lim f (r) = lima"| 1 + A| L oo 


аги 


28 


故 对 M= |f (0) | +12>0, TE №0, Hfr > N BF, ДАИ 
Jf (y > M >> FO) 
因为 Сә ЕМ, Е, ЕЕ М, А Е f(z) 取得 最 小 
值 :, 即 3 ye [— N М, 1—0 z€ [—- N. NJ,# 
J (9) == f (z) 
H F 六 让 入 (0) , 故 对 一 切 z€ (—ce ,十 eco) ,有 
f (9) =< f(r) 
R|! зр) г" ger) 
1 43 Жл АН, Р (хә Е 0,4] EER, /(0)= 
Рп), WEF E a, а+1Є 10,9], {# /(а)=/К(а-+1). 
证 “i n=1, НАЕ, IER (а == 0 即 可 ). 
"i п>], $ glo) = f(z=+ 1)— (х), Ш рб) On 1] ЕЁ 
ЕЕЕ ЛМЕ m 与 最 大 值 M. HF 


т < Га (0) HED + = Hgin 1) ] < М 
H 4t B Е, 存在 аЄ [0,л—1]%Ш а,а+1Є[ 0, ]),{# {Ң 
gla) = HO + (1) +++ + gin — 1)] 


LED — FD + f(2) — РК) А 6 Ил) — fin — 1)] 


[/ (a) — F0] = 0 


В ўба 1)— (аў = 0 
ба) = flapi) 

例 44 假如 地 球 表 面 的 气温 是 时 间 Z N 
与 地 点 的 连续 函数 , 证 明 在 任何 时 刻 , 地 А 
球 赤 道上 必 存 在 以 球 心 为 对 称 中 心 的 一 
对 点 ， 在 这 对 点 上 气温 相等 . 

证 “如 图 2 建立 坐标 系 ,其 中 圆心 足 
赤道 中 心 ， 设 回 上 和 角 9 处 气温 为 nz 

. 29. 


T = T'(8) [0 = 8 = 2х] 
下 面 证 明 : TE #e[o,z=], UB 
Ti 一 人 (十 去 ) 
2 F =T T+) 
И EDEL r] EIES. H Y 
ЕЧ) = TO — Tin) 
Em) = TD — T(2z) = Tr) — FO 
F (QF т) = 0 
mr Fd ee [0,7], fE F(= 0, В 
T (£) - T(Š + ж) = 0 
T(E) = T'(w + Š) 
问题 得 证 . 

例 45 将 四 条 腿 一 样 长 
的 椅子 放 在 地 面 上 , 假定 地 面 
是 光 请 曲面 ， 且 椅子 四 条 腿 着 
地 点 为 一 正方 还 的 四 个 顶点 ， 
证 明 : 若 将 此 正方 形 中 心 保 持 
不 动 ， 总 可 以 通过 转动 森 子 使 
ру ЖЕҢЕ [ај Н] A Hh. 

证 STP 3 建立 坐标 系 ， 
К А, В, С, D [q Жул 
条 腿 的 着 地 点 . 设 正 方形 转动 
9 前 后 А, C 两 点 与 地 面 距离 
РСВ). B. D 两 点 与 地 面 图 3 
四 次 之 和 为 e (0). 因为 地 面 是 光滑 的 , 故 y 0051; z (9) 都 是 连续 消 
数 ， 又 因为 椅子 在 任何 位 置 都 总 有 二 只 脚 同 时 着 地 ， 故 对 性 童 0, 
109 gO ENA AAE., HESA 

Dg = 0 
> F(0)= f(0) —g (0) 
* 30 + 





则 FEER RA, H T 
Fo = (0) — g(0ü) 


(2) 


П" 


2 








т 


E 


Foz] 


шїї ж, 3 6E | 0， 于 |， 使 


F (Š) = 0 
Н! Р) = р (ê) 
区 由 于 f£C&8)g(&)=0 
ЭА (8) = (2) = 0 


此 时 四 杀 腿 同时 者 地 ， 


= g(0) — f (0) 


. 31. 


第 二 章 ”一 元 西数 微分 学 


—, AFRA 


本 章 内 容 包 揪 一 元 函数 的 导数 ， 微 分 的 概念 与 计算 ， 微 分 中 
值 定 惠 、 泰 勒 公 式 员 其 应 用 ， 如 求 未 定式 的 和 极限， 研究 函数 的 增 
HETE, MOTE., 18. FFER, E ASE e 

泰勒 公式 的 一 些 应 用 . 

1. ра ӘНЕ. 

证 明 等 式 . 
证 明 不 等 式 . 

划 断 无 穷 小 的 阶 . 
FREE. 

. RRR. 

证 明 不 等 式 的 一 些 方 法 ， 

1. FHIR r his yE PE. 

2. 利用 函数 的 单调 性 . 

3， 利 用 曲线 的 四 吓 性 . 

4. AJH eR ЕИН. 

5， 利 用 泰勒 公式 ， 

ЭЖ Jy ÉE f(z) 二 0 的 根 的 个 数 . 可 先 求 出 x) 的 所 有 单调 区 
ЕЈ К Вр СТАЈЕ ла РАО ВЕ В САНЕ ВТЕ ВУ. Е] 
УЛА E E.B u IB ПЕП 135. 


—, ВЕ Е 


例 1 ЕРЕ ЖМ РСЕ Со, Боо) 8 E 5, {ЕЕ 部 可 
f(z 1) 270), B М бт] BF. fz) (12), ir ЛЕ 
. 32 . 


> w н ш [д 


х= Ой (г) E d; uj z. 
和 解 ” 当 一 1 所 x 过 0 上 时， 有 0 所 x 十 1 之 ] 


Fia) — fia +1) = 26 + DG (r+ 1)5) 


= (= + 1) C 2r — z) 
а Ск) (0) 
F 02 = lim = 
>G + ])( 一 2y — х?) 
— limn е = ] 
де + 
,fr — f (0) ， zi — x’) 
f, o= lim АО — lim SETE = 1 


Р (MÆ СО) EOE z==0 As ñi] Sp. 

例 2 设 (х) а(х) Е ХЕС ое, оо) ЕЕЗ. Н. Е 
f (ха) rg rt lr glx, (05 = 0,600) 1,7 (0) 
=], р (0) = 0, Е f (zy ЕС оо, ooy Б, Н х) = 
т\т). 

ШШ XTY r€ (оо, --оо) 


fix + Ar) — fir) 


f (z) = lim Ат 


р J (z)g (Ar) + Ў (Ат) аСт) 一 fir) 
= lim 
Ari AT 


= lim 


fCzy(g(Az) — 1) + gG) (f (Az) — 0) 
Ari Ат 


__1; (Ал) — gii) . fixr} — РС) 
= limf <>) x + limg Сз) AZ 


= f(r)yg'(0)> + g(z)/' (0) 
= р(х) 


. 33 * 


LLAI mmn. "a ú" um L. ua ET =. — — — аллил 


LI COs.z r0 
例 3 TOS + | 


a x= — 0 
其 中 ос) НА ТЕ Рр, H 00) = 1. 
(1) 确定 a 的 值 ， 使 f(z) 在 x==0 Е; 
(2) Ж Cr); 
(3) 讨论 РСЕ) ТЕ х=0 #Ë BJ E ИЕ. 


解 D бас) = іт #229997 
=g (0) 
ШУ а= (OHT, Z(z X#E г 0 处 连续 . 
(2) 当天 0 Hf, 
Р Сау TEO T sinr) — (pir) — сока) 
= 


! 


P= lim £ 60) 
=й T 
Hr) 一 COST © со) 


— [im 
I— i} А4 


ж) — cosx — rø (Ü) 


一 lim x СА Т А Е ДЈ) 
— lim gl (х) + sinr — g (0) 
0 2х 


— lim| + 人 一 0) sinz ] 
‚т Ж 


ü 


— l 1 
= 2900) + > 


C3) 由 于 
lim (тг) — lim rl Ст) __ = { Ст} — COST) 


- 34 • 


lim rg (ж) + rcosr 


г—+ 0] 2ғ 
— ly l к 
= (0) + 2 = /' (0) 


B . 广 (z) 在 = 一 0 处 是 连续 的 . 

例 4 СОЕ r= Вр, Н (2) = РС) |звїпт |), 
证 明 (02 =0 ЕС) Е z=0 操 可 导 的 充分 必要 条 件 . 

证 Е (0)=lim ЁС) Po) 


Æ 
—lim Tri 十- sana) fco) 


—lim LOFO Lim Asina] 
Tr— - T—(J 


=f 00) о £ €) ]sinz] 
=—=ü 


+ 


F (О)= fO) + lim сту Binzl 
rp! T 


= FPO + AO) 
由 于 六 C0) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 F. (Оо, (0) 都 存在 旦 相等 ， 
ИХ 有 (0) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 f(0) 二 0 
В] s 18 y=sin°z=, Ж у, 
созі) ° 


y —sin`r==sin<| і > 
L 


SIng— 25іпғсоѕ? г +sinzcos22 +) 


| 
L aj 


( 
| sinr=—sin3z—sin(—) +sin= Кооз | 


kn = 


= — 932+ (sin57 sint 一 了 





8 4 
5 , 5 . . 
= g Sin — 16510 3r + sin Rr 
E, D. | zm) xI. j пт Б" | | 
= sin -一 | 一 一 一 Yai nn 
”| 


. 35. 


il 6 设 0) = 7—7 (n=1.,2.,:..) , K (т). 


Е k= a= 0Ё 1 1 (A= 0,7,2," ) 


КІ o 20-0 j. 2-1 0-8 -- 


Ра) = 一 一 一 = 
2—1 TT r.a 十 十 六 | ] 十 ! | 


їйлїї — _ _ n! _— А _— 1 __ 
J G) = 2 (тту Т рут, 


++ ух” — x+ г 








= T 


H я=2Ё (k= 1.2 1) 


PE 
}\ху= дё — 1 





л! 1 1 | 


{и) — шер 
“с (z— 1)! rte 


例 了 аа К у” 
ЖЕ Н у=агсіапх, ЭЭ r=tany, Ё 








] PP = „2 
I T a osy 
y = і = соѕ?у = de 十 cos2 y) 
] + >° 2 элу 





‚ _ 1 | х\, 
; => > 2c0s | ду 十 HE = COS ycCOS 


_ i + 20825 cos 


Y 
2y + | 








一 ea doa 可 | 二 本 cos| ty 一 | 
y” 一 > >x ¿cas 2y + 从 | y + х 4cos|4y + 29у 


= Zcos(3y 十 х)соѕу + y = 2cos"`ycos(3y + ж) 
(n ац 


Ы у” =(п—9)1 сов" Tcos (10у + р 


. Эб ` 


可 以 求 得 
(л 一 Dn. 


ny + 5 





y" = (n — 1) соз" усо» 


例 8 设 у= — a. yaro. 


解 y=2G(—z) t-r)? 





y= [= Hla- 


_ w lfl | 1 
(— 1) zz 10105 9 


(1 жу 1)1% 
1 1 г! 
221991100 _ уш _ т КЕ 


= 9100 





197116399 — z) 
gwe] 一 xy > 


1971! x 399 
yo) — лш 


全 | 9 w=- aIcsinx， 求 y (0). 
— 
E Pastaj yv l— z —arcsinz, у(О)=0, s Sp 8 
ум а + р 1 
л=г”^ул=г 
(] — zy — zy — 1 = 0,198 у (0) = 1 


继续 求 导 得 


(1 一 ж) у — 3zy' — у = 0, у(0) = 0 


(1— ту” — Sry" — 4у = 0, y”(0) = 4 


(1 жуу — Fry" — 9y" = 0, y) (О) = 0 


设 (] —z y (2и — lry 1 (а 1) у" #=<—0 
求 导 可 得 


L gg) ad = zy oe, 


"Чу =» 


“] _ ку" — (2n + ужу" __ пу 1) _ 一 į 
Чч я Б. у (0) = 0, n 六 奇数 ,yO0) 二 [Gx 一 1711J 
(n23). 

















例 10 RHE] = " € 一 于 2 зәп (= 10а “стах | 
| (14r?) та 
(л | | 
证 ==, 11-31 
С 1)! o | o ` | 
21 (r-i) (daya, 
(—])п! 1 





= —Д арун 0а 


А z dp i= r(cos8--i) sin}, l] т—1=г(соз8—1 sin0), ЖЕН r~ 
sf x+] .8 二 arctanzx ,本 是 

— | 

д + 1: 


一 
Tail? + prt 
ре (eosin + 1)8--1 sinta + 1)@) ] 

зуя "+l 
Ka + 1) 7 2i sin(z + 1)8 


一 一 - LY 1! тїп Cn + ljarctan.r | 
(] + >° у? 
б] 11 С Е Сое, оо) р] SE, H im f Cr) = 


y & +—=—tan:, 


|2” l (costan + 126 + і sin(a -+ 138} 一 





N _ л д. 
f (tant) rel- 5.5] 
FD = л 
A :一 十 
网 由 lim FD 二 lim f(r) 一 和 A 
| = 


fr 


z 


+ 38 + 


lim Fu) = lim Гбх) = А 


一 一 可 


2 


ЖК) | 2, > | 连续 ， 又 FC) 在 {一 r: 于 | 内 可 导 H 
F| 一 到 | = {= | . 根 据 洛 尔 定理 ， 存在 ЛЄ | 一 — 到 | ,使 
F=0 
ЕП F (апў)ѕес т = 0 
H TF зес27520, Б fi апу) = 0, 2 £=—tanm, WH 
РЕ) = 0 


例 12 BAN 70гә) Га, р 8, Е Каб) Н] E аго, 
人 £ {Ф 


fa) = 28р) 


Ш экоо S BJA) MFC ETa Б] ЖЕ са, 
可 导 , 且 
(а) = Fib) = Q 
Э ¿C€ Cab), Е (2) =0, ВІ 
— а(ф— HIE + (b — ë (Е) == Q 
HF 250, p—£2 0, WS 


rey = р) 


Ё 13 HAR нса жа ZE (a, DTR, B f (а) = 
F= 0, ЫЕ: ЛЕ EE (аф) E ё/(ё&›+ 7 (2) 0. 

证 2 Еа) е f(r) 

Ш Сх) Æla b ЈЕ, (орн 9, Н 

Fia) = ЕФ) = 0 
HERE, 9 EE Ca by tE FE, Ер 
бей РСЕ) Беба (Ëy = 0 

H F ef4 关 0， 故 有 


. ЧО * 


EAD СЕ) = 0 
例 14 设 Faded Elad] E Br n] sp H /‹а)—/6%), 
g(ay=g(by, ИЕ E FE ah), ËB 
Р) ES) 
FE) — fa) Е(#) 一 g (Ë) 
证 & F(r)= f'(z=)(g(6)—=g(z))—g' (т) (f(z)— f(a)) 
MEDE ep , H 
F (a) = F (655 = 0 
НКЕ. 3 EE lab), Ё F (6) =0, Вр 
РСЕ) ССБ) — g(£)) — рив) С РСЕ) — f(a)) — ЭР (tp (ё) — 0 
wA 


= 2/'(ёуш' (8) 


PE) "(Еу 
J (8) 一 Fla) БСБ) — рё) 

В} 15 17 Foden Elab] ETS, Н lah 0) r, + 
f' DeD ч f (z)g' Ст), МЕЕН. ГС) fe DAA ATEA a, 
rs. ML fE z, 与 za 之 间 必 有 存在 一 点 E E gE — 0. 

证 H йб) 0а) № /'(л)е(\х)э=/(л)р' (т) 
н g. )2F0, Fr) 50) 

ЖА J z, z; 之 间 的 任意 xz 都 有 g(t) 0 ,不 好 设 zi r; , Z 


fir) 
g Ur) 


= 2f (Ee (£) 


Fir) = 
则 FDT тү, |а, Н 
HRE, J c€ (2, х) F'Ce) 二 0, 有 即 
Logic) 一 J (c)g' (c) _ o 


g" (e) 
成 /'(e)g(c)— f(c)g! (с) = 0 
ЭСЕЛЕ. WE zl, т, 2 Ар ё, {# 
Ёё) = 0 


ДС) • 


例 16 15 / С} { [а,Б|1 БЕ (ас>0), Са, РУ ЕЈ, ЕНН. 
存在 £ ,p € ta, 办) TE 
А atêp 
T'E) = 27 FpD 
TE hit H PEE, 3 S€ (а,5), 


рву = “e — fía) _ re = fe) Ca L b) 


— а 
由 柯 西 中 值 定理 ,3 YE lad), 使 
tp) 一 fila) „ар 


b? — a° 27 
故 fr (ey= 2 FOD 


@J 17 RAR gxzt) 在 区 间 [a,5] 上 可 导 ,a6 守 0; 则 在 ta, 如 内 
至 少 存在 一 点 ,使 





! | ° 2 - E) (г 
арау Ф|) АР) 
证 Ф Уа) 2, gast 


M f(z) 与 g (x) 在 La,5] 上 满足 柯 西 中 值 定理 条 件 , 故 存在 ЕС 
(ab), 18 


ph) фа) Eg (È) — оё) 
Ë a fr (e) г 


er e ë — 


се |= 
5 | 
Te 


Ер (афф) Фа) =E) g (ë) 





@ 
|“, ру EY 

ËJ 18 ОА d] EPESE, Са, а, Н 
J ба) = Р (6) = 0, Р. (ау > О, ШЕННЕ (а,Ь) ЁЛУ ТЕ {Е н £, б 
FELO, 





* d] >» 


ZG ба) o 


х4 


证 由 于 fis lim 
故 存 在 较 小 的 8220.182 ara +b Bj 
fcr) 一 fla) 
Ff — a 
H j+ аз 0, (г) 220, 8 e€ laate), Hitt BH F rH tÉ Е 
А.у ё Elac), E.C (c 5) 使 


== ü £ — d 


= 0 





> 0 
гр = КО 2 fO o 
ЖЗ ¿€ (El 人 Ca 使 
J'E) 一 ‚сш геу < 0 

例 19 iZ ara, <, A n ЖЛ [н 329 В f (z) 

Lean Е n 阶 导数 ,并 满足 
Jf (a) = Jla) = + = f(a,) = 0 

则 对 任意 cE [aia]， 都 相应 地 存在 SeE (а.а). 满足 等 式 
б de — a)" (с 一 аһ) сосе) 


{ey = 
r | 
证 令 ба) = (хар) (жау (ха) 
Hesa (= 1,2,5, n). ЯЙ 706) = 0, Хе (с) = 0, 


(азза) HH- пі ЈИ EV +E E fE 
J<e> = Кё? po CE) 


МА ca, G=], 2, "v, n), & 
Fir) = J<(z)g(c) — f(c)gür) 
则 Flap =F lap =s К(а„у=ЕСгу=0 
HTE Caa PFE n AARRE EE En tE 
F (ED = -e = F = 0 
TEE 


LFE ni 个 不 同 点 加， Yes 9 а> 使 


ЕС) = e = Ер.) = 0 
ШШЕ F, J EE а, а, TE 
FE) = 0 
РП feel) f(eyg'”(&6)=0 


f (8lg(cy—J(¿e)n! =0 
60 re (e) 
— 

例 20 RAH CNE bhd APE, ИЕНЕН; r 7С) ТЕ (а, Эрч 
无 界 ， 则 CHEE ahd AAR. 

证 车 广 (z) 在 tas8) 内 有 界 ， 即 3 М0, У z€ lab), 
"ІР (х201< М. 在 Ca; 让 内 取 一 点 xo， 由 拉 格 姑 日 中 值 定理 ,在 
х 与 2 加 之 间 存 在 ECH rr HE 

РС) | = Са) — fro) 十 Cr 
=< |f (z) 一 firo] + Ско) | 
= [E] |а ль] + lira] 
= МОБ — a) + |£ (>) | 


к=к, HEA 
|С) | = МО a) + |f (z) | 
ЫП FDE DAAR SCATA. S HE a DAAR. 
例 21 HAR (EL оо) EA AR H 56 488 Jn, TE 
《0, 十 co) 内 二 阶 可 导 , 且 三 (rs<0, 证 明 tim 了 (7) 二 0 
证 内 为 /xz) 单 调 增 加 , 故 eoo, BI / (ҢҢ F. У 
SOLOA / (zy MR: Н lim f (z) = A FE. 由 РСЕ) 


220, 有 А220. 车 4>0, 则 3 N>0, 当 z>N IF, f >L, WI 


Y r>N., WEAH PER, J] ЕЄ(А >»), 使 
fry = fl EN’ + РСМ) 
* 43 е 


= fr (Eir — N) + ДОМ) 


> (т — N) + ДОМ) 


坡 lim fi> lim |202 N) HAN) |= +o 
а-н | J'e pa 


Ej FOA 9. W А=0, В| 
т Fir) = 0 


Y— i 


例 22 设 函 数 OEREO. Ll ka, EB. /(О)=<=0, f(1) 
=], MEREK DATERE T, Tys 使 


__ 1 |. 1! __ 
Теў T Yer А 


证 HF folo. lE, А00) =0, (1) =1, REE 
J, 34600,1), 使 


_ 1 
Р) = > 


A E ta PH H js ЕЯ, J Є 0,8) (0,1), € (6,1) 
(0,1) ,使 

JFE — РО) = f' (ur, Ë 

JO) РС) = {rl — £) 


因此 有 
1 1 1 _ 1 
Fapt Fan Fe TS 
1 — š 
—— lo» 
1 1 1 
P 2 


例 23 HAR Ол ТЕ а,Ь] E ure, рг F (а) Ер / Cb) 
之 间 的 任何 实数 z, WITTE EE [а.5]. E S = СКЕ). 
证 首先 证 当 Ра) (500 BF, 3 ЁС (Ca b), JE / (e= 0. 
АЯЛЫ Р (ay 0, EUD B TOEL db E, Elad] 
CE, AE Fr 在 Le: 加 上 取得 最 大 和 值 - 由 
* АД • 


在 === a 的 某 右 邻 域 内 有 
С) ба) o, ж уә > f(a) 


х — а 
由 fr (у= lim 270) сд 
ФЕ r=b 的 某 堪 邻 域内 有 有 

= — O <0, KÉ (z) > f(b) 


因此 f tx) 的 最 大 值 点 Є (а,Ь). TES rO. 

下 面 证 对 介 于 Pa) 与 产 5 之 间 的 任意 数 x， 存 在 £ c 
Lab], E РС) =. # = Р Саз = Р (b), ШИ ЕНИ. Ж 
ЖК. ЖЯ Р ODC Фф), $ 

F(z) = их — f(r) 
ДІ] х) =н ў (х) 
Е'! (ау==н— ў (ау>0, Е (Б) н fO 
四 前 面 所 证 ， 了 EE (а, Б) F'(£y=0, Hi 
Fi — н 0, FÈS 


1 


еее Бет) 


n 
lnie + e” + |- + e" — ina 


T 


pp ее 4+ +e" 
例 24 Жаа ее 








解 + у= 
lim lny= lim 
к= 1—= 1] 


(利用 洛 必 达 法 则 》 


„ 45 。 


і 
T >J ] 
= 0 2 





Er lim 


ере“ t-r 十 e 
n | 
9] 25 B FEC- eo, peo ире, Hlmf (х) =e, 





lim | ETE) 70а) 00—107. К c 的 值 ， 
解 ” 由 于 





УНЕ НЧА ХЕ, Э EEr oE 
та С) 一 一 1)] = lim f° (£) =lim f" (z) = e 
由 题 设 e“ =e 


Ё 2с=1, -= 


5 
‚тап (тапа) —sln(sihna) 
例 26 求 lim АЕ 


tanxzr— sinr 


解 tanz = 0027) 


. x’ А 
sine=r— z, Роб ) 
3 


tantang) =r + F: + ala’ + A + oiri?) 


= x 十 223 + аб?) 


1 


TEA + об?) 


+ 
| | + | 
sIn sing] = z — 31 + о(т') 一 


= ғ 一 z + оС) 


lim їап (тап) — = Сіп) 
а 0 tanz 一 вйт 


Ë + ад" + oC) — Ë 一 = 十 o (2) | 
Ë + z + olz) | 一 = — T + оа?) | 


* 46+ 


例 27 Elim лѕіп(2леп1) 
# 由 于 






































esiti A+A К +i Жуту Т ° КЕШЕП 
2men1= 2н| 2n! + 5 十 ， кака) 
sin(2xen!) = sin] 2r| 2! +”; +" +1 
А) Ја т). 
当 п-=ооү, sin + 11259 
К а asin(2men!)=lim z 一 2 


例 28 19 ri ，zry，… 为 方程 tanr 一 工 的 全 惧 正 根 控 增 序 排 成 
的 数列 ， Klim (xo 一 1). 


E S f (z)=tanz—= 
由 于 Hm Fr 一 十 co 
ref #к+ - 
Hm fr = — ° 
可 -= kr 一 万 
故 在 | kx 一 2 ,kx 十 | 内 方程 AKCz) 一 0 R, Х 
1 


Fix) =- — 1 < 0 
COS UY 
Сх), МОКЕ. 
HA lima Боо, #Ж1тптапт,= Боо, Wi: 


lim(z, — Ал) = — 
bes 2 


+» {F + 


lim (=, = 2,1 


ш —ж-а5 


== іта Ст, 一 нх) 一 lim (ra) — (n — Dnm) + Z 


x= 
2 
例 29 Ш х) Еа К, Н (а) 70, АЖ 


| fla 
Пт Fea) 


1 











песа f (a) 


Fu) ен) a 
fla 1 — fia) f| art) я L fras 
= lim " | 


ае cx: 1 十 fia) 





Mm ett) о ЈИ 

— pfta fta) 

Ж 本 题 不 可 以 利用 取 对 数 ， 然 后 用 洛 必 达 法 则 的 方法 求 极 
因为 已 知 条 件 并 未 告 之 在 点 4 RRA f OHTE. 

例 30 求 lim >; [ett DTE + 0 DF 

解 (Е) = (nt 1) 


Lanne 


falh intr 1) 一 (2 1) т 


A 








nln 1+4 |а +1) 


А _ 1 
= Ti Cn" 二 1)- >O 


* ДЮ = 








k= | к=] 

= Ta L 1) = " — l T 

k=] (м -H l)a 1+ 2, " 
+" 
Ипи лиа ， l L 
因为 hmt Tl lim 1 1 1 
1+1) 
n 

故 іт У) a+ 127+ = 1 

MWM = АТ 


同 理 , S а(х) = 7—1) (тї>0) 





1 一 二 | 一 ina — 1) 
РІ 
хн" — 1) 


пп 


в'я) 一 (az — 1) 
gx) 单调 减少 + 因此 有 


Jæ- Digs Уа D= 
k=1 #= | п — | 


< 0 





У) (а – 1974 > У би" —– 197" 
上 二 ] 


k=1 


由 于 lim 一 二 1， lim— = 





х lim > (н 一 D=] 
4 一 ] 


М сх 


iim У [оё DE + о 70] 2 
тс =] 
Aau 设 大 rr 有 三 阶 导数 , Ні f(z)=c, lim 0а) = 0, 
求证 lim /'“*ш)=0, lim Jf'(z)=0. 


“ 49+ 


证 由于- 


"еа ) 
Ка tD С + РОО +1 — =) +” (т-+1-— r° + 
FO) rpl z): 
a! 
= fir) + (т +260 00е (r T + 1) 
fe 0) РОЭ HI — 1 — ж) + *®‹ (y — |] — r} + 
PED. | 
31 (r — ]— ry 
ГМЕ: O "Ra 


=F) Рх) + *—— 
两 式 相 减 得 
fat D — fir D = 2f' (z) + CU) + E) 
4 r—so, W E co, foo, POR ERS 


° 31 ‚ £, € (r — l.r) 


c — e = 2 lim f’ Co) + 0 +0) 
у lim /'Су)+=0 
在 Sat DRAERS x 一 oo 取 极 限 得 
со + lim P + 


ad Hm” tr)=0 


1: — K. 


例 32 EMAR Сәт e= 0 B) Ч НЕР, Н. 


sinr GO] 2, RAOR f c). 
Каш А | 


解 由 于 
bm sin 4 fir) | — Jim Sinz Hafir) 
r— + + ! A 


к—=(1 





lim 


2—7} 





= ? 


а] l sinz+ rf (r) Za ЛЕЙ Т. Л], М 
. 50. 


sinr + rJ Ст) 
= {x + ol + z(/(0) + /'(0)= j обуу) 
=() + (0020 + F a + alrt) 
4 1 十 fF(0})=0, (0) =2 
f(0)=—1, f'(0)=2 
= HW IS TE DB IS 


_ |. coss + fir) + zf Ск) 
RA 一 lim 2л 


是 不 可 以 的 ， 央 为 我 们 不 知道 后 着 是 否 有 极限 . 
例 33 RAH ann, HWE e(0)—=0, Мост) а 
гр. 


Ja 


(1) EHX хЄ (0,1), A Ф100); 
(2) # e20, g (0)<1, ER r€ (0,1), $ х„=ф(л„—\). 
"一 1，2，…， 证 明 limzz 存在 ， 并 求 出 该 极限 
ME Чә) 当 xE(001), $ fin = (к) g (0), 
Ш Р(х) = (к) (0)=<0, f(x) PB j ЛУ 
У. /f(0)=0, WA z€ ODI, /(ж)<0 
El! Hrg (0)x 
当 z€ 《0,1) ,根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


000) = ох) + И (ё,)(— zx) ë € (0,z) 
Al) = pr) + g (Š,)(1 — z) E, €C (mr,1) 
< (z) + GE a) (HFJ g (х) у) 
RA 


(1— +)@( 0) + rø l) < (1 rp) #(#&,)(— r) | + 
rleiz) + (001 — x) ] 
ИП eX 1)r< r) 
(2) F л„+ы=Ф(х„)< g (0)r,=- >, 
FI fr 单调 减少 ， 双 
Eai = Ф(х„) > ФС), >> өсө > PHE Z= 0 
. 5] 。 


іл. РЯ, (lun, TE- iZ 
imr, = A, ЩА = 0 


H e= gira) “> Sos 
А = gA) 
# АЄ (0.1), WA 
А = ФА) < (ОЛ А 
FA. W А =0, BẸ 


тх, = 0 


m— c 


| 34 OD iZ firt = С) А (z+ 8h> (02291), 
Рт), H f”e€z)=0, Rlimð; 

(2) SaD С) HAS (х)+ + ESO аА) OA 
<1), APUA, B. 77002950, Жш; 


(3) 设 六 zx) 在 C(x 一 8,x 十 8) 内 有 ww 86500, Н r= 
Рк) р а) = 0, Р (ж) 560, 当 О |А |= б HJ. Jf Gr + 
h)—f(z)=hf'(=+8h (0<—8<15, Rlimð. 


Я (1) KEHRA 
Fix t h) = f(z) + АР (ту) + E "OQ + Dh) (0 < 8 < 1) 
与 已 知 等 式 相 减 得 
0 = Alf ir + ВАУ — f! (z)) 一 КУ" 一 QA) 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定 理 得 
O= АР + Oh — T PG А В) (00. < l) 


Сх + 0,hD0 = ras: 4-6 һ) 
=> д0 得 
ау img = Eiry 
f= д 


592, 


因为 /"(z)==0, #lim0= 7. 
(2) H E) 3135 ЕЖ 
fia + h) = fz) + АЙС) + = + Ж? (т) + 


рена) + о(А”ТТУ 
与 已 知 等 式 相 减 得 
А” | n htt! „ ‚ 
=ar (x + А) — ff (| CT DU (=) + 


о\А"! 1!) 
Tad a BB H Hi EE, Э <<, 全 


_ = h ft (= 十 Йй, h — Fiir) + oth” tly 











(н _ 1)! 
Н „ оса" 
Of "tz + hh) = > 7 са? 十 二 
邻 h-*0 得 
ЙН (ту тё — 1 Рост) 
А-0 т ] 


H T FHU rÀ, hy 





: 1 
тё = = + 1 
(3) 由 已 知 条 件 有 


Jex + h) — f(x) = АР (z) + 
与 已 知 等 起 相 减 得 

ALF Се + дА) — f'(z)] 一 LEAR р = 0 
又 由 于 | 
Р(х + Bh) = Р (=) + 
iH 


(n) - 0 А 
о T by, (0 < 80, < 1) 


了 了 ба + 0) 


руу (h) (00,1) 


. 53 • 


"(т + HA) 


rE 


РС + дА 0" = 


Z h0 得 
m 
HEU, й 
imp = ç 
lim = -一 





ñ—=Ü З n 
例 35 Ё f.(r)—=x+ x° teta" (n—2,.3,. ..) 
(1) 证明 方 程 f(x) 二 1 EL Hoon AAE УЯ x, 
(2) Жл. 


# (1) Х.С) ЕЛЕР. M 7.00) =0, f.(1)=xn>1, By 


J Є (0,1]C[0,+co), (E 


УХ. 


Р. Сх.) = 1 
fa.(izy—=1+2z>r+ n >À 


FUER OTR EAR, HIE facro 1 的 根 惟一 ， 


ki 
有 
Вр 


ЙК 


М 


(2) HT x,C (0,1], Kin) Н Ж. XH F 
Ca 一 万 TCD BU АС Р Сан) = 0 
Ст Hra 4 н) Саа tark H Haria ла) 0 
Cra Hei tHe 7) (m. Ча Б р) = д> 0 
(zn 下 
жер1 >o 

Fata Ёл, 单调 减少 ， 因 此 тпл, 存在 ， 
设 lHmz,=A, 由 

z (1 — z+) _ 


] 一 х, 


Te) = r, + xš + + + z! = ] 


0< xl (а>2), < pooh 
. 54 + 


解 得 4 一 方 ， 故 limz,= 7. 

36 if facr) =Cicosr — Cicos tH = (— Dr Cicos’, 
ЖЕМЕ: 

(1) 对 于 任意 自然 数 ，， 方程 户 (z) 一 工 在 区 间 | o, Z 
一 根 ; 

‹2) 设 xsE | 0, 亚 | 满足 Р.С), Mllimz,= -. 

ME (1) A.CGz)=1— (osc 
hotl oE ев, AOs, £.|Z] =0， 根 据 介 值 定理 ， 





内 仪 有 


х _ 1 
3 x,€ [ o, j. 使 /(х„)=-у. 
X HT 
(хт) =—пС] — созд)" ! sinr = 0 É < z =< z| 


/Cn 在 | 0, 亚 | 严格 单调 减少 ， 故 根 zx, 惟一 ， 











(2) 因为 
f.l атссов 1| = 1 — 1 — cos| arccos 二 | |" 
п п 
= 1-11-21 
п 
im Ў, arccos | = 1 — +> 1 
п-к п e 2 





í 





HI N>0, 4 n>N BF, fal arccos E) > 三， 由 二 f, Ce) ЛЖ. 


路 有 


атссоѕ + < T, < Z 
п 2 


. CA я 


| 1 x 
Wlimarccos Puas d 


时 一 全 人 z 


| 7 
lmr, = 一 


{|37 AK (2) =27—-1— x` 在 实 轴 上 有 和 多少 个 等 点 . 
解 f (z) = 2*]n2— Z= 
Р) = 22-2 
由 于 六 (7) 二 0 只 有 -个 根 , 0) 0 Н ОА ЗАН. 显 


ы 


СО) = 0, /(1) = 0 
H F f (12—212 —2-<<0, B Сә А, ЖЕЕ r= 1 AE 


oo 

ат J G) Е Бъ 2 .1 2! > = + ° 
HIE ri E FE, 3 tog С], Hoc), JE 
Jf (zo) = ü 


Éy РӘН = T ER, 

例 38 确定 函数 Fr) 一 282 (ri- 3z4 十 572 一 1) 一 2e 一 5 的 
116 08 Ң. 

E arcar", Ш 20, 


РС) == Фе (е? — 3-50 — 1) —- 2e — (р) 
g'a) =— 20е: — 190 — 2)(£ — 3) 
А д С) 0, Bl, 2, 3, 
ECD) = де — Б> 0, (0) = 5 — 90 0 
28 


е 


— де — 5 =< 0 


У pg(0)= —ze2—2?e—5—= 0 
сус 


е РА 


n —2e—5 | 


lim 242) = lim 
t-m- Р + = 


= — 2е-— 5 = Ü 
. 55 


故 gb=0 在 (0,.1),(1,2? 上 各 有 一 根 , 因此 fx} 有 4 个 实 零 点 ， 
它们 和 分别 位 于 | -了 ,—1).(—1.0),60,1)›Ж[ у, 77) 内. 


例 39 14 х0 НЕ, 方程 kx 十 三 ==1 有 是 仅 有 一 个 解 . 求 上 
НТА Ў ЕН. 
H i Ро) ааъ 5—1 
РО) = k— А, Ра) = 820 


р RJ, Р 0л) 0, f(z 81Р, У 
lim J (z) =+ со, Hm Fr 一 一 co ¿8 — 0) 
ж 4 с=з 


it 


lim f(x) =— 1 (k = 0) 
kz F(x} 此 时 只 有 一 个 零点 . 
H А7>0, H f'(z)=0, 得 xz 一 /2 H F A'r, х= Е 


х ra, MEMAK 


ЕЕ 2 
) 2 | płot Ё 
2 зї | 1 


当 极 小 值 为 零 时 ， ВІ 2 





f 


2 1 Е 
її + (2) 一 1=。 

时 ， # k= 3 ， 此 时 方程 有 且 仅 有 一 个 根 ， 当 关 万 3 N. 
方程 无 根 或 有 两 个 根 . 

因此 , & 的 取 秆 范围 为 ELO Ë k= NS. 

例 40 证 明 1 二 xz 十 艺 十 … 十 于 一 0 至 和 案 有 一 个 实 根 . 

证 设 foster +++” 

ELT) = e > f (+ 
. 57 + 


当 为 偶数 时 ， 
gil) = efe) | ef (х) — — eo Zo 
Н 539 fE x==0 成 立 ， 故 8 严格 单调 减少 . 
当 520), Рб) =" | 
lim f(a) = + on 





1 l L... 1 
тл аі T + | 


711 


ñ їп рт) = оо, Him gir) = lim L o 
HEE #(‹х);>0, В g(x) 二 0 323838, Ж 0с) = 0 392. 
“Haz Харк, 
lim FU =— оо. lim f Ce) =+ оо 
y Сао = D Am, U ТРАЕЊЕ. 23 хл}, rari r), 使 
Ёст) = fir) = 0, 根据 拉 格 明日 rH EIB, = £ = Cital, 使 
fr ($) = 0 
但 F (7 二 1 十 十 ?1 十 сту 
n 一 ] EBR, Г (т}=0 ДЗ, TA, AE 2) 0 RAA. 
合 起 来 ， 方 程 至 多 有 一 -个 实 棋 . 
例 41 若 e 是 -个 正常 数 , 证 明 方 程 e=] Hrt Ww — 
个 实 根 . 
uE 1 Рб) ае la 
lim fz) = — =o, lim (т) = 4- >o 
上 fx} 一 0 有 实 根 ， 下面 证 根基 惟一 的 . 
4 al Rf., f'(z)=ae'--1: x 
жу = ае" — 1 
由 产 tX} 一 人 了， 得 工 二 1n A, M f”(z)=ae>0, W 


— ] 


+ GA > 


是 f(z) 的 极 小 值 也 是 最 小 值 ， 又 一 in 2 па220, ëk f Са) 220 
《等 号 仅 在 个 别 点 成 立 ). 故 f(x) 单调 增加 , 因此 f(x)==0 的 根 惟 


— 


当 ple Cl, 在 If 与 0 之 同 存 在 使 


_ z | e х? 
finds а ++ +s — 1 — z — ° 


pa 
= (а — 1) + G — z+ G — 1) ,+r 


HF O a< 1, 7001250, # f (r) ИЫ 设 Жүз Шо 是 其 
rH ЛИЕ. H о лу< =, H Fin S РС) Ж f (0)>%0 
a REHE, Сх) 5 Р Сту] НЕН 919] 22: R, в 
f (ai) =Z 0, Fir) z 0 
М fitos, MA Ў (ху) >0, /"(х,)<20. WAE 
Р (2) = ае” — 1 — r, = fiz) + = = 0) 

ХА. Ё /(z)ASujñ6e РКА FE 323. HE. 

Ё] 42 33 r—0 PP, За — 4sinzd4-sinzcoszr 为 几 阶 无 穷 小 ? 


ÑE 3r-d4sinr+sinrcosr 


=3zr—Asinz- sin2z 


з 5 
04 2 Lot] + 


1 (2255 (2r) А 
1 (22 31 + Бр оба? | 
= 229 Hola") 


В z—=O R, 3z- 4sinz=-1sinzcosz ДЕ 5 ЗЕЯ р. 
В 45 БЕО, ШЕ, |0) |м, HAME DAR 
Ж КІВ. ВЕНН, EOJ IE GO, «Мо. 
证 СЄ (0,a)kt ә) Е, Ш 
J' (e) = Q 
. 59 > 


根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,4 人 EE (0.2). S C (ca), 使 
|'(0)| + 1 Са) | 
= |1000 РО + f a) — (о) | 
= | ё) | + |) Са — cl 
= Ме + Mila — с) = Ма 
例 44 1 л >0, y>0, HEH; 24 Ві>от>0 BF, A 
(ле 二 у [> (z уб) 
证 4 2=у 时 ,不等式 成 为 
(22°) >> (22538, Вр > 2} 
显然 成 并 . 


当 ry, PR уг>хг>0, West, Щс>1, И ШЕ 
(1 + ¿+ > (1 + еб) 3 
今 Рау (суе 


— сүз 了 d юс 
р) а +} Fna 十 < + ES, 

加 , 1 Час — Іа + е) — lai 十 ce) 

= (1 + c) (1 + c) 

< 0 


АРС) RAM, A 
fa) > f(B) 
ЕП GHS A He yA 
Ж Са ye > (Cr | уз 
例 45 HEH: 


_1_ 
n+] 


. 1 1 _ 
(2) lim| (1 十 二 十 … 十 二 | -Inz 存在 . 
证 å G) > f(x) 二 Inx， 根据 拉 格 半日 中 值 定理 ,3 #E 
а GO = 


п) enh] <. 
! ři +I 


nsan 1). Eg 
161 + м) — lnn = z 


] 1 —1 
由 于 S£ < 





їп] + 2) — Inz = Inf] +t 


l| 1 
й 1а (1+1) 


(2) S а.) ITT es d] —lnr 





























由 тифу 2 
= +1) њо 
2) -ina 
=I In 1 十 一 о 
В (е, yB jak p. ХЕТ 
ra z = 1 ш |> —— - + 
有 елее e тота 
аа ај 
= 129 


П{х„}Н Е, КЇ, 存在， 得 证 . 
例 46 IOME РНБ Т, H f"Cz) 20, 证明， 
(1) HF adirlar yth, FE AOZA), 使 хо= Art 
(1—4) у; 
(2) HFW E 0 过 4 过 1 的 4， 有 
TArt (1 — 4)y) < Af (z) + (1 — А) f (y) 
+ 61 。 


— 一 一 T r rn 


-Eg 


=A, Mj о<А<1, HE 
хь = Ах +Á (1 一 А) у 

(9) Sarti Ау= х. Э E (ж.о), S€ (хоу) 

Len 


Д АУ 
1) 
wE < = 


FEE = Ол} + S iroa — az) + 一 е)” 


š 
Jf Cy) 一 (ху) + (ту 一 证 } 十 一 一 一 гә aiy — Ty 


HJ EDD, D D0, жубто, YA yo» 小 有 
РС) 22 (жо) + Р бао) бх — mo) 
Fiy > für.) j+ Р Со) Су — ro) 
AJ (r) + (1 — А) Ј (y) 
=> АЎ С») + АР Cro ir — Ta) + (1 -: A) J (хь) + 
(1 — AE (х) (у — xo) 
= fira 一 疡 (ro Ar + (1 Ау — ra] 
= f Cza} = J (Ax + (1 — А)у) 
И f ИЕ. 
例 47 ба, а. +”, a, HWA. Н 


| Ylasink=| < [sinz], | Y la, nsinjr| < |sinz]| 
t=] J 一 ] 
ат _ 2 
БА HEB: ` 2, < 


ME Z jer) = > arsinkz , g (z) = Dj a isinjr 
#— 1 i=l 
fF iz) = acosr + 2a,cos2z=z j+ +++ + na ,Cosnr 


E (r) = a,cosz j+ 2a i cos2+r + ++ -{- maycosn= 
J ' (0) + g' (0) = (п + l)(a, +a; + -= j a,) 


Ф | (0) + te СО) 1 "W| +l w) 
t Уа |= ntl „+1 


n-A. KEA 
. Ë + 











fr) — JO) = | fe, 
ое | 2090 un ^ 
< lim sz| 一 1 
AH le (О) | 所 1; 因 此 有 
2 
Уа 5 1 





mas GD Еа. H С) <0, ШЕЕ z T 
Ж]. “уу Te $ 有 


f b: (Дх) + Fira 十 … j f(x.) 


(2) МЕЕН cos| + A >+ У) совӣ,, EP- Z <0<0,<--- 
=] Ë | 


Tü 
— 8, > 
(3) 设 Arni =], 2, en), Ф =m 
证 明 


sing sinr SS 开工， | ш) " 


W EEY OF Balata" Ta Ei 


证 (1) 92108102: 根据 泰勒 公式 ， 有 


ti 
J Exa) = f emo) + J (телу — хо} + PED CY, — ху)? 


Н Ф, Ф хо ж, Z 8], Н аа. tp се, z, E n МАКА, ӨХ 
2р0» Тууу o хало PENE 个 不 为 地， 因此 有 
f (zu) + бя) 十 … 4 РС) 
=н/ (ть) + F CrO Cri + z, 十 … + z, нл) + 


Рб), LI CSS 
21 | 2] 


Z 一 Lol 十 (т, — Ta)“ + +++ —+ 


СЕ) 


21 (r, — =) 


. 53 " 


=, + z, + `° + = 


PI 


=a нў (ro — пу 
iz dar Б, E о. | 
[24 A | fr) tr) + + f(=r,) ] 


(2) > 站 二 cosg， 则 在 | 2, 亚 | 有 
PKO = — сов@ < 0 





wA cos| „5% 22-1 сок, 
03) # (тә) = meL lnsinr— lnr 
; COST _ 1 _ _ 1 
J C) = Sin T y O T 
Ж O I 1 sin x 
160 =— sinir ' r misiniz <0 (0<т< к) 
帮 有 


lif 十 .zs q ЛОО 2 De) = fr 
(这 里 0.07568 7. nj BE 2 +H |a] 15 ' [А H; КЕ 3 ADEN 





1 чи: ang, SINT, SIT 
一 | ln + jn 十 十 ja =n — 
ri -# р aO 
singz sinr sinr siTe SINT: |” 
p emnsaseosna C aa чан _ [чан 
Ta" En Ep Ti 
sinr SYD2 sinr, .| їл” 
Éy A 
Яр" р 


| 49 RAR С )#EL0.1] E f Т, Н e | (>| =< 
а, | "(z |= b(a>>0,.,52> 0 是 常数 )， EREE ye (0,17, 
|F ix) 244-7. 


证 АЕ ЈА, ХТУ тЄ (0,1) 


f(0) = J(z) + f'(z)(— x) + r ` 522.4, ©, Є (0,2) 


* 54 = 


FOD = fix) + f'(z)(1 — ж) + © —(1 — r)’, € (х,]) 


两 式 相 减 得 
fü) — Р) = "(ху + тоа 92 — Per] 


| (y| = | fa — fe) + ЭР — PEDA — а] 
< IEOH + IFO] + ЗСО а? 十 PEDIA — 279] 
Lata + (62 +E —х)?) 


= 2а + 2a — ж} — zx)) 


< а + 5 


例 50 ә ОЛ ЕАС, Н f(0)== р) = 
0, min fA 二 一 1 ,证明 max T 8. 

证 由 于 Fo 一 Fa 一 0 min f(z)—— 

wJ аЄ (0.1), 使 /(ау= —1, {a}=0 
А H ЗЕ 82 zÉ 


FO = Fla) + POC a) + CE ay, Ë, € (буа) 





o F(E) , 
FOD = а) + f'(ax(1 — a) + T (1 — а), ë, € (a,l) 
将 /(0)=/(1)=0, /(а)=—1, f'(a)=0 代入 得 


时 2 2 
РО) = 5, Р) = — 
1, Уб) G ay 





щ a< RF, PEDS лү -=8 
2 


* 65 + 


м ар. (y> —— 一 8 
ст 
ыг max (zy 
== |ú.1] 


{|51 i# Foz) 在 [ae 的 上 二 阶 可 导 , А7 Са) = 7 (6)=0, ЇШ 
Elab ALTE ё, {E 
rf ` С — 
РСЕ) | > р ту!) fn) | 











证 AERA 
"(Ë |a + b 
A "= f (a) + Ра) “200 әт» al 
Сз Ba с а b 
= f (a ) + 4 + £ Є а, р, | 
=] = Ab) + oe Сю ал” | 
1 әт 2 | 
一 f) + Гер 2 bar, 2, € =,» 
р] K Н Ж TS 
0 = fla) — f) + TE) РЕФ — а)? 
fO) ра у АР) — f°) | 
< fe) + IED 


Ах РЕ) | = тах! боЛо F» Dl 
Фа pay = 2| /” (£| 
Hr — a — Ф 
fe) | 
例 S$2 Ú /(r)fr[a b CIES, Œ la b F| SE. H| К) 
=], 求证 : 
(1) fans, W тах | f G) == Са); 


„С + 


(2) 奇 # 一 a 二 2， 则 在 曲线 у= (к) Каа) КТЕ Т E 


A, B, C, 使 人 4BC 的 面积 之 
Е (1) НЕЯ ФЕН iB | 了 tr} l Ela Е, Я x, C 
[2,5 1, {F 
|Z Cra) | = max J (z) | 
HPI CO 1221, OPERAR, M О/‹а)=/(Ь)=0, k + € 
(a.b), H fi—(z2= 0. На А7 


Гада 90а аъ)? (š fE z S xro Z WH 





得 
|F (zo) — р(х) | = D 一 жь)" | = ба 一 ху)? 
Лб) = |/(х„) — f(a)! > G 一 ay 
G) | = |C) — РФ) | > TG в 
故 тах | Се | = Ско) |22max | TL (z ay, ст) 
= 10200 a| = TG ау 


(2) OA ABC 的 三 个 顶点 为 (а, (а), ВО, f (53, 


l 1 1 
F(X) = | a 5 2 
ба) ҒФУ УС) 
l | 0 
刚 Е") = 5 а b 0 


Fla) УФ) frr) 
Н.А АВС 的 面积 为 | F|. 


由 于 F(ay= F(5)= 0 
я 6 7 я 


Ка) | = x G а) |ә 2 1 
HMF =, € Cap), {E 


|E Ceo) | = max |F (z) | Z r: (h — а)? = 


r | 一 


例 53 ig С) Соо, Бос) Ф. Н 
М. = шах АС) | <+ ° (г = 0,1,2) 
证 明 : Mr 2 M. M... 
证 у z€ (оо, – ос) aS ARAA 


fath = fu) + fh + y ， 去 | € {1,7 + А) 


уба — h) = f(x) + f' (z23(— А) 260 hš, 


两 式 相 减 得 
Рх + h) — f(z — h) = АГ (z) + ELE) — рё) | 


£, € (z — А,т) 


此 2 
д | Об) 一 | 十 页) 一 Рх — h) 一 SE) + E PE 
= fier + Aj + СЕ А) Е “аш + РЕ] 


h° ; 
=< 2М„ + ›2М: = 2M, + М, 


由 并 的 任意 性 ， 有 
2hM < 2M, + Mh 
Mh? — 2hM + 2M, 22 0 
жетл RJ IK =й. BEA 
А == (— 2М,)* 一 АМ, + 2М = 0 





ЁН M "=< 2MM, 
8] 54 O) 设 lim LLAD р, AMORES 
РО) ВОЇН : 


` 68 ° 





(2) 设 Fr 有-- 阶 连续 导数 ,是 户 (0) 一 0,lim © =, Ж 
йл 0) 是 省 为 fz) 的 极 值 . 


& с) 由 于 
fee — fA) 
lim = LVA 一 lim 1—1 = — 1 
к (r — 1)? Pati r—] 
有 f (1)=lim fer J) Ly 


х — ] 
日 在 r=1 ЊЕ 0) — 701) 0, КСО ДЕ KOR. 


(2) 由 lim 让 9 一 ,可知 在 xz 一 0 ШШ, Ск) 20, f (лю) 


单调 增加 ,因为 7 (0)=0, 2ч y=<0, 7 (z)<C0; 18 z2>0, f' (x) 
>0, HU РОЛУ. 

Я 55 求 在 一 1 时 有 极 太 值 6. & +=3 时 有 极 小 值 2 的 最 
ЕК 22270. 

E 设 гб) = Alr llr J = Аж 413) 


Wi f (z)= À 本 一 222 十 34 +В 


H 2012 :=6, #03) =2, 得 





ТА + B= 6, В =? 


解 得 4-3, B=2, ЕТЕ ЖЕЛИ. J 
Р(х) = ж? — бл" + 9х + 2 
{| 56 设 函 数 F(x) 满足 方程 
3f (zx) + 47°f| 一 1 +L =o, 
求 fx) 的 极 太 值 与 极 小 值 . 
解 ” 在 方程 中 用 一 二 蔡 换 xc， 得 
3 一 L| уе) те = 0 


+ СО + 


4 Ст) За} | + | — a= 0 


HI 
HEATER HEE 得 

а 3 

Jf(z) = Ал ЯА F 

L ir) = 


"ex = 24r + 


全 f; Lel) = 0, 8 r= toie, 由 F 





|= 24/2 > o, P= l=- амт <o 


a =a Vzeti A]. 
例 57 变 一 质点 仁平 面 内 运动 ， 汤 的 坐标 为 +=! 一 :，y 一 
БС oou Aten), 证明 质点 运动 曲线 人 т=0 处 有 一 拐点 ， 


J: JE EE (E = 0 9617-08 КИҢ. 





解 ду ау ѓа 入 十 1 
dr de dt 3⁄:—1 
ау _ | ae +1] fdr _ MOr — 2t — 1) 
di | (3⁄2 — 1) 





d: 130-1! 
iof, 920. 且 在 :一 0 mn S2 改变 符号 , 内 此 运动 曲线 


f :=0 AIR. 
1212 ШИ A v, /G)=2, M 

rose | | + (9) — Ge — 12 + GP Ha 

+ 3 + 8 — 1) 


` + 9⁄2 + lô — 1) 


F GO = 12z( 821 
一 120402 
= ОВР (0700, X FOS -12<0, Ék РО) Его 处 取得 极 大 


. Os 


O. PH: v E :—0 处 地 得 极 大 值 . 

例 58 Б у= бх, 试 从 其 所 有 与 法 线 重 合 的 纺 中 找 出 一 和 茶 
ҖЫЯМ. 

解 ” 抛 物 线 的 参数 方程 为 x 二 6 ,yy 二 Bt， F К At6t ,6z) 灶 
的 法 线 斜率 为 


dz 
一 dy 一 一 2р 
设 Bt6s*,6s) 是 抛物 线 上 另 一 点 ， 则 4，B 两 点 连 线 的 冬 率 为 
bts — t) ] 








Bs — 22) s + ¿£ 
若 此 强 计 法 线 ， 则 有 有 
1 


1 => — — __ _—_ > 
sr 27, Вр s = É о; 


设 ГО) =АВ = (61— 8s) + Сы*— 6:2); 


_ 9(64S+480 +127 +1) 9 lyar y 
и д 4 1* 
901-422 2—1) 
令 PT 





Ü 
1 

得 2 

1 Е: 


(e= MM. f'G H a 2 E, Es]; 2ч = Bf, РЕЛ, 

因此 Ава. Н 
АВ = 94 3 

1 59 MAAS, 底 半 
A R НЮ Е йн PH SH 
Т, Ж Ж. 在 其 上 放 一 
个 半径 为 r 的 球 ( 密 度 大 十 
1), 阿 > 允 大 时 该 球 排 出 的 水 
最 多 ， 并 求 此 时 的 排水 最. 

# ”如 图 4, AKAI 多 4 





. 7] ° 


ел А, WU 
H= АВ = AS — B5 = AS — OS + OH 


= ÀS — x 2 OT + OH 
=R —. 2r + 
= В (x? 1) 
H КАЗ ЕЛДЕ 1, АНЕ УКА Е ЖИ ЕКЕНЖ! V С). 


U (r= ZH’ Gr 一 H) 
т _ 
= L.R {V2 11103 R+ [V 2 10] 
liua= 2 — 1| 
= (R — А) 63е + àr — R) 
V 
=. * (FR 一 А) А0037 + А” В) + R Ary (3 + A 


dr 
= CR — Ar)[(1 + OR — AÀ(3 + Ar] 


К R 
"A FI К 
O AFR М? R oR 


TD  {/2—1(з+ 2—1) 
由 实际 问题 ，V (7) 确 有 最 大 值 ， 又 


Fir} — 0, ү) == LA? +0 р 


ч квк, Н КЫ ЕЛУ 2 +1- a2 +L p 


例 帮 公园 中 有 Msa E 3 K 9, к 座高 A БСБ 
2), A Í XML ba Hf XJ A ЛЕБ ВУЗЕ 8 Pa K CESARE S), Mizik 
її БЕ АЕ EH Z yu BJ Hl Jy 2 

= 79a 


Шш 5. яй Ану К АЛД ЕҢ Ыс, Hech, А ХН 
TK RE ñ) k f N 9, и А=ёф—с. MA 








图 5 
tan(# + ay = ай 
ї` 
h 
tant = — 
Fa 
tand= tani (8 + a) — a) = аһ _ LI | er h h 
г т Tr X 
— — С ._ 
r` + (a — h)hñ 
PRT x =: 


1 dê _ аһа + h) — ar 


—— — . 


cost dz [r + (Ga + WAF 





9-0, 得 r= (а ГАЭҺ. 
Ма у (аУ4-А)А, >o. 
当 rv (a hh, ОЁ Со, 


W r= (a 十 42)h 时 , #8 取得 最 大 值 . 
. 73. 


例 61 根据 经 验 ， 


一 各 水 平 飞行 的 飞机 ， 其 降落 曲线 是 一 条 


三 次 抛物 线 . 如 图 6 所 示 , 已 知 飞机 |, 
的 飞行 高 度 为 h， 飞 机 的 着 落 点 为 , 
原点 D, 旦 在 整个 降落 过 程 中 ,飞机 一 
的 水 平 速度 始终 保持 为 常数 wx， 缠 


于 安全 考 堪 ， 


КЎЗА П Е ВЈ 


КАНАЛЕ. Ca 是 重力 加 


速度 ), 试 人 确定 飞机 的 降落 曲线 此 开 


O x + 


m ЕК t z, 所 能 允许 的 最 小 值 . 图 6 
解 ” 设 飞机 的 降落 曲线 为 
у = ах + фу сх + úd 











由 题 设 有 у(0)=0. у(х) 
y (0) = 0, y (ro) = 0) 
因此 得 
d = Ü 
c = Ü 
W T+ bri + схо t = Һ 
Зат 十 Zori + с = 0 
解 得 а= 20, р, .4 一 0 
Á D 
故 y=— a r h Z e — 3] 
a n a г 40 
ОЙ} E S. атаку, PREA- u, 
d __ AiG бдм [| x 
de r бг 219 =l T 
4? у _ Bhul 2x _ a= Gu? | 2x 
dz? т йг us жї 2 Шш J 


HF хЄє[0 ,To | 。 пах 


‚74 




















dy E 
由 题 设 ，max <E, t 
бли. E 
< 
ж = 10 


解 得 гри af SC 8 z 所 允许 的 最 小 值 为 J 508. 
例 62 HA y=—rtk А 5r? 二 6xry 二 5y 二 32 T. B. С, 


HA A[ M2 , X 2 ) УНЕ 
А ЕУ 1 да, Taj А 为 何 值 时 才 
НЕТИ А АВС 的 面积 为 最 大 ? 
并 求 这 一 最 大 值 . 

解 ” 如 图 7， 顶 点 A 在 
直线 y=r 上 ,因为 三 圆 方程 
P x° 5 у? 系数 相等 , ДТ 
加 的 一 个 轴 在 直线 у= x E, 
ХНА y= —xr+£b 与 у= + 
ҖЕН. 故 点 B. C 基于 直线 》 
一 HR. 设 两 直线 >= x 与 ж 7 
у= z+ PJ у М. Mu 
AABC 的 面积 为 S=] AM] ` |MB|. 





улы емі.) 


сеч 

5=°--6zry+5yš = 39 

解 得 в| t= Eaz tty ata) 
? т 


2 
HI — 4424-32220, # АРИ 2 


. 7h» 


| чә» ууз o 

AMI= (2) 6 va NV — Š] 

/Tal lg pr AE L as) 

\МВ|= | — ЕР | ‚|+ Мано v= +з 
=R F lG 


W S= 2| 2—5 |R G 
dS__ y — 22 У 2 ВЪВ 

ZŠ — = = ”二 一 L 

° авт 16 


— 
解 得 L= 2 EIN 2 


= Ü 


由 于 <2 VZ, А2302 0. ур 
得 最 大 值 


лах == ^/ 2 м т) 16 6.3 


例 63 ШЕН e one sme Yuhu, w 分 别 是 光 
ТЕЛУ L Бу] п "НК И ЖЛ, |a. p PEBE 3869 À аа ЕТ 
Ж. 

解 ” 如 图 8 建立 坐标 
Re WEMA А 传播 到 点 
В. 由 于 光线 是 沿 着 最 省 时 
的 路 线 传播 的 , 而 在 同一 分 
ШОН, каа 
5. ТАЛЫШ A F| # RHE 
路 径 为 折线 AOR. # А, H 
N, i MN =¿, АМ =А,, 

+ б + 





BN =h, MO= х. Hj ЖЕТИШЕ ЇН 2; 


бау і М + + М FO ж), х Є [0,1 
2 


Ti 


por 开工 一 -二 
ANEHE МА L GQ — zy 
2 2 
ау L hi l h > 0 


vi (АЁ + z wa [hi + Q ту) 
故 驻 点 必 是 极 小 点 ， 令 Ptz)=0， 得 驻 点 z 应 满足 


i 过 J i = _ 

К ААТ + а? 二 
щт ——®—=зше, 一 一 和 -一 sinf 
N hi + x° м А5 + (£ д)? 

sine sing 
有 vi E ©; 


ҤЕ ЖЕЕ ЇН) ДУ Т. Ду 8, AE A И EEE. 

{64 设 8E[90,2x]. 

(1) 求 |sin?Bsin28| 和 的 最 太 值 ; 

(2) 证 明 |sin' sin*2B8sin?'48--.sin*(2%-18)sin (2"8) | 在 0= 9 
极 大 值 ，; 

(3) 证明 siniGsin’20.sin’ (2°9)< | Š) Ë 

证 G) 令 f, (0)=sin°8sin28 


由 fi (0)=2sin20(4cos280 — 1) == 0 
4 _„ х 2л dr ол 
得 00, ya N g 2 


E 8=0,к, 21, |0) 1 == 0. ЖН Д, S, Ae = 323. 


mt |sin°#sin28] HRKI 2. 


* 77> 


(2) W f, (8)=— sin” fsin 20sin'48---sin?°(2*” sing), H (1) 
ЗГ 0011 a= КАН. 


Ж 17,00) ПЕ 6= ARAE., 由 于 
|£. D = |£,C8y|]|sin°(2"9ysin(2*t10)| 


当 8 一 于 时 ， 利 用 数学 归纳 法 可 以 证 得 











*+-® = |z ов) 
г. = 2m ++ 1 | = at 2m ++ š x (km EERO 
故 sin:| дл» т еі "+1. = | = AES | 
ЯЖ maxits Osin D= ALE) 
BEVA (Sar (д) | 也 在 6 一 二 取得 极 大 值 . EHE. 
(3) 由 (2) 有 


—.......... 


2 








EDIS ALE) -| 


ҮА sinsin 20 вп C2"0) 
= |500) | $ lsinf Osin# (28) | 


i 
3 


ZIRI 








л) 


-[( 2121-1412) 


例 565 HAREE y 一 这 (m) ЕНН KFT. 设 飞 


行 员 体重 70 kg, 在 原点 处 速度 为 300 m/s. 求 俯冲 到 原点 时 飞行 
员 对 座 椅 的 压力 . 
解 ” 如 图 3, 在 原点 飞行 员 受 到 两 个 力作 用 ,好 重力 PREK 
. 78 • 


W тайа ОО KT 

XF PE ЮРЕ JJ B BE Л), Q — P 

为 飞行 员 随 飞机 俯冲 到 原点 时 

所 需 的 向 心力 F. ER о 
Q— Р= Е, Q = Р + Е 

由 已 知 P әтра=686 М. mi 





то" O y x 


F = R CR HARF) 


' 2 п 21 Р 
У = 2000 У T 2600 
Е 372 
у" | r— ü В 9 
， 790X300 | 
F 一 z059 7 3150 (N) 
й Q= 686-+ 3150=z3836 (N) 


因此 EITE XF PE t ÉS HS Jp 28 3836 N. 


a ҮЧ ` 


第 三 章 ”一 元 函数 积分 学 


一 、 内 容 要 后 
本 章 内 容 包括 不 定 积 分 与 定 积分 的 概念 .性质 、 计 算 攻 应 用 . 
关于 定 积分 定义 ， 


是 积分 的 定义 为 [Fdz = im У) ACEA; : 其 中 极限 与 分 
点 ж ВКМ 2, 的 取 法 无 关 . 因此 , 当 /tx) 在 [a,65] 上 连续 时 ,有 








lim 27 a + Š 一 二 一 一 [Aada 
特别 
im уу [zea 
上 述 两 起 可 用 于 求 某 些 数列 的 极限 ， 
关于 定 积分 性 质 ， 


若 SOD, 则 有 | сах > б. 
£ Ўст) la, lE, f (r) 0, А4 го [а,# 19, 


flzo)>0, 则 | Fedr > 0. 
A leb] Е Fiw, Н [соаг = OWN fir) = n. 


关于 变 上 限 的 积分 : 
若 Сл) АУЕ НАУ. D 


L roya = к\т) 
若 f(z,t) 是 可 微 函 数 ， 则 
ар, , 
dzl e Da: = Jú(z,z) + | f. Cr td: 


. H)’ 


重要 不 等 式 : 
柯 西 不 等 式 : 


| / 8 сезт < Газ | g (т)дх 
Эс у 5 Ја] КГ ЖАЛ A ld] FÉ Z Ж. 
二 、 例 题 选 讲 
例 1 ЖТК. 


一 了 a dr | 
о б; wj е1. (н 9 0) 


кє» š 一 ST 
соз“ 27 





бзэ [ен 


E o 原 式 二 | EE 


dr 
= | -二 一 | === 


el ЈАЛ ет" 


= lnl er + ле? — 1) + агсепе* + C 


(2) 令 x 二 tant， 则 z da = tan rdtane y 
aal 一 tanztdtant 
| 
бт" + D (ап, + 1) 


= | anec tsec’t = [Ear fj 


nsec t 
= a 一 cos2r)di = 二 | — L sin? + C 
2n ап 2 
_ 1 „_ _ 2 _ 
一 Li агстап=х г. | + Ç 
(3) Je a TEOS. ° — хсов'х — SiNT jy 
COS = 


. Б] + 


Е 
а ыала | d o е SINY 
COS Æ 


— [ает — fe dsecz 


[ 


pot _ [еа едер 十 feaz 


кт 


= ges — esecr HE 


bJ 2 чта, ^Һїй Н RHR, £# + = # F 


__ ж tarto _ ‚з | Я 
аруса L руа PO ЁШ ЖЕЙ; (DRAR RA 


FI, 
g “+a _ A _ B_ ,Cx+D 
(r-1) irl 2+1 czt) z*+l 
(1) EPAR q MEURS, W D=0, RE 
х? Бах + b= А(т + Di + 1) +E + 1) + Cz(z + ly 
= {A -p O? + (A + ËB pOr? + CA + C)52 + 
(A + B) 
[F£ W IH) UN hip Ж. 0119. 
0= A+C, a= А +С 








IS а 0, 
(2) ЖАР d XT AVES У. HI 4 一 0, C=0, KA 
t + ar + b= В(а -+ 1) k Dir + 15 
= (B + Dr + 2Dz + (B + D) 
ЕЕ ЖАЫ P] К т А SK TH 
1= P+ D, é CT Ph Dh 


WH 5=1. 
例 3 计算 下 列 定 积分 ， 
1 | | i Дх 
+ __ руе... UU __ 
| Ex ly dz; о, | — tan бү? 


Gl — vhn) _ ака) а f >) 
2 /]n(9 — z) + intz + 3) o Í+ z 
Ц? в 


dr; 


„sinte (6)| 7 In(sinz)dz; 
of ars l 1 +e dz; 0 


f wO — туйт (ma HERD; 
| [zsinzlnl [y +L Am: l) + V A — z) у ldz 


解 (1) “> r= sint 
( ‘бт? _ 1 )!9%91 | + — — а _ ri dz 
—1 Ü 


_ __ z _ 3002 ари 200211 
= ?| сов zdi 2 200311 
(2) = 2, Л] 
Р ах ро — d: 
|, і + tan e z 1 + со! + 


к 
+ tan!?%3 = " 
» 1 十 tan! y 


z dr п É tan "ar dr — 
| 1 + tan "a ь 1 + тап! 


z йт КЕ 
|, 1 + сапт ш 4 
(3) 2 9—r=u t3, B z=6—=x=, W 
I def { М1п(9 — л) 
2 vn — z) + lotr + 3) 
_ f vlnta t 3) du 
+ А/С + 3) + IDn (9 — u) 


| ____Мш 3) j, 

2 sw lanl + 3) + 1п‹9 — z) 

| МА ж) dv 
2 nt9 — z) + lnis + 3) 


со |A 


дт 





83" 


1 N [n(z + 3) dr == 
2. а(х + 3) + 549 z) 
了 一] 
(4) Z r=tang, MH 


| = 
| 59 бане РИИ [һа L апд 
Ü 


° 1+2 
v 7 sin] 


COSE Co | 


=[`1һ SInt T cost yy = [а — 





Ti 


In? + Ë Incosudz -[ lncost ағ 


k 51п^> 0 sln” T 
5 | — = | 5 
Э | e dz ат Бе х + 
б t =— г) 


B'A oin тгд ЧИНЕ. 
SIII ,六 Бп Г 
| 7 u | + e + 


“4. l—+e + 1-+ e 
(1 + e y + ez)" 


И wA — 
— Г sin" йс = | 1 —< > EE LY 
0 





-f псов8л Yd. 


. ПА е 


in[ Z 十 3 d: — [i I[ncoszdz 


sIn "т 


—d 


27 一 [стада + | mceoszydz = | “In(sinzcosz)d=r 
| 外 T 


— [22а sdr + | imein2z)4z 
Ü) l 


(> z: = 2r} 
一 一 了 ln2 十 Z| Intsinpdt 


—— “12 + 二 | Incsinadi 4 + |. [а (віп) 
2 2 lo 2 z 


эзе 


к 1 1 2 
—  — —pO — Ga d 
一 >п? + > 了 十 zl ln{cosu dr 


— 1 1 2р xj 1 

一 一 pln2 十 327 二 2 > 02 + 
x 

1= y n2 


] 
m + 1 


1 
+ 
ü 





(7) [=a -一 dz = [а 一 d'dr” '! 


一 一 Ti — z)" 


n 
т + 1 m + 1 
Л 


1 
— - Y [a т lr"tidr 
_ _ n — if, 4-2 "izd 
= 1 р.) ху = т 
_ або — 1) (a — mn rl) f atag 
= (m j+ D Gm + Dea + ny] а 
п! 


T (m + 1) т + 2): (m + n + 1) 
(8) 由 于 zsinzInÍ ryti) EARN, АК 


六 
| | | =sin=]n( т + l+ vin? 一 z) jd 


— 1” 


1/2 
=| -nt — ddr 
—1 2 











[a — ГЕ Е 
n 





. Q5. 


ТЕ 
-| In(1 — х)4ғ +f — 1п{1 — туйт 
— 1⁄2 D 
= f zln{] — x) — z 141 一 DI — 
PE 
[1а — x} — z 141 — 01|, 


== аз 一 212 





Hil 4 计算 I 一 [ „(оа 1), In 242, Жа ЭЗЕ 
kz. 


E Sl 1, Вр 一 er- 


І 
7 一 | И 


Ü AKE 
— | — |sint |4? = | £| sint | di 
sA ü 


sin| in 二 | 二 mn lq. 
x=! x = 





二 k": 
一 >| (— 1)* itsintdz 
Е] 


{— 1] hi 


л 


一 > c ])' i£ — teost + sint) 


k..1 


Ёк 





2 1} 


3 


= >` (— 1)*[#л(— 1)*— (ë — 1)л(— 1)!] 


к= 1 
= Уу к L Dx nta 
Ёё = 1 


注 也 可 以 利用 变换 wy 二 nx_t 来 积分 К Ising | du, 
fJ 5 R|? SINASI (n ЕВ), 


3 SINT 


RO T, = |? Sinare, Mh 


0 SINE 


Í, = |, SINET Jr — | 2eoszd= = 2 
ü) 


Ü SIT. 


+ 86 。 


2 sinnar 一 Sin(2n 一 2)z |, 


了 一 == - 
” б sing 


>? cos (07) — Drsinz | — 2[ cos (2r _ yxdz 
ü 





do SINE 
o 2(— 1" 
 2n—1 
人 -1 C t 90—10" 
有 Ї. = a T+ C 一 1 一 了 ;十 一 3 十 2н — ] 
И 2. Ии 2 2 一 1) `! 
"hs 15 2n— З + 2n— 1 
oah’ 1,71 | 
=2 isg tg Hut о ч 
+ ”用 同样 方法 可 得 
2 sin(2n + DES _ z fiin sinne п) _ У) 
|. sI > 2 sinr 2-4 


Я 6 Ж | cos"zsinazd=z (п A ERHO 
Ü 
# 1017, = | сов^твїйпллйх 
Ü 
1 (2 
Ш I = — >| cos” rdcosrr 
lo 


A к 
Ри я a—i ñ 

— | cos" lxrcosnzrsin+rd= 
[К i] 





一 — 一 COS созт 
РТ 


1 f „Ael М d 
= —— — | cos" reosnrsinrdt 
ři Q 
十 是 
= y Q. + 1) 
— 1 2 т " 1 2 т -- ] P 
= | cos"z=sin=zdxz + 一 一 | COS zcosnzsinzdz | 
б ři Ü | 
_ l| 1 Z за Z. | 
= 了 | m + | сов” TLSINNACOST 一 cosnzsinz)dz! 


„ЙҮ = 





1 1 ? я— 1 — 
一 z 十 >|: соз” ‘zsintn — 1)zd= 
_ 1 , 1 
T ga Тр! 
— 1 ii, l 3AL 
26 {а(н 1) р 
lt 
2п 22(n 一 2°(п — 2) 
re + 14 
4111 1 
E 2я | 00а 0) on — 2) T + z" 


例 7 求 工 一 [meossx + аѓепіт)ах (a > 0) 
ü 


279 ^> Ф(а } = | incoszz 十 a° s1n" 7 йт 
ü 
K| Ф120, H% 221 时 


g (a)= К Pasin r 


о сов + a°sin'x= 


d g = tanr [+< Jat” 
一 一 一 一 一 一 dz 


Ja ÇI + a(l + 2) 

а 2 A 
ее а? 8—1 а? — 1 
= | 1 + a*t + і + z: 

















р 2 za 
| > — үатстапсаг) + z 








ger} 一 |# (ajda = > 








ЕЕ 


= 88 ° 


ma 


(аа + 11 = ја — 1| + |а = 10) + C 


= nlna -+ 1) + C 
H ФС1)=0, 得 == Xln2, Ё 
I = pa) = піп(а + 1) — rln2 = rln 





а +l 
2 


та 设 “为 任意 实数 ， 求 7 一 |。 рау 


Й 令 工 =tant， 则 
2 
{= . ] + ап“ 


_ O cost ` ; 
о SIN -+ cos*°t 
p= _ 


|: sin f 
DCoDS -+ sin“? 


























_ [1 sin% + созт x 
= | sin 十 cos“ 一 2 
x 
收 = 
wh > +оо Дт +a =+ т 
ma 
证 2 >= 
с = фес С: 4 
ЈА а -人 -一 ы +" 
ү 
+= dr + == ЕЕ 
J. а +, Тє dz 
-| 1 + x° [一 l +5 N“ d| < — 1 
— dr = dr— Е 
1 + +° S + z Јо | – 1) 49 





= «f 2 arctan 





2 














+ _ + т? d Е т 
|, T = |, 1 + л? “ov 
例 10 已 知 | cdr 一 Mx ,计算 


(1) lim ME e ду; (2) 
F 








l-r |j 
解 (1) 令 Hv ty 
lim М Я e ау = lim ~ e`“ du 
f— i сы Ри — +a] ü 
[ “da x > 0 Ух. х» 0 
ло 2 
一 Ü r=ü = $ r = б 
|, е лт = Ü = 7 r< 0 
QH at= zt] 2, а= 111+ 
det r 1 -li) 
ИГ = 
ск = 1 w _ f 2l 
= | hje а [е talde 
Т = А 
СЕ РЕ 


‚90 • 





Tej or 十 Bx 十 a ` _ 1. р. 
j 11 已 知 |, < L i| dz 1 , 求 常 数 a FU 


rs 9272 十 BT 十 e __ | -| еа 
н |, | r(2z + a) 114 rata) ~ 


BIS 2 n К. Wk b—a=0, В a=b, M 


[a 











£ те, _ 1 
=la у), = In 5 а 
=l 24 一 1 
#4 a= е — 2, b= 2e— 2 


例 12 设 Fz) 为 连续 函数 ,证 明 
| /‹асозг + B5sinz=)d+ = 2| A ` + b sinr] dz 


ҮР | flacoss + bsinz)dx 
Éy 





— Px | “c ? сов + -= sinz d 
= | а Te а + Б ма? + B° | + 
[ 记 Й = arctan a) 


2х 
一 |. HEVE 十 b2sin (z + @у) dz 


Tau = х 8 [277 


Аа А ети) du СА 29 为 周期 ) 
„> . 
一 | adat + bisinu) da 
к w 
= к Аа? 十 Bisina| йн 十 Н: Ма + bisina) du 


(ihr п к) 


— {л ма? + bžsinu) dë + | Ji Ма — b'sint) Чё 
-2 x 


" 3 





* 91 ° 


= ?| Л Ма F b2sinz) dz 
人 


із Ж" (хт 连续 ,F(x) 一 лол (2а 一 Hdt, 求证 ; 
F(a) — 2E la) = (а) — (Ofa) 
MË F(2a) — 2F (a) 
2а i 
= |, РСР Ca — di — 2| FOF (2а — tdr 
Za 1 
— | Р) 7 (За — Өй — [Гуа — одг 
(> м = ba — ¿2 
— | ^а 一 DT ede 一 Je Са — t)dt 
= | zea паў) 一 | ray Qa _ dt 


= f(2a — FUY и + | а — Df dt 一 [SOS Фа — ż)dt 


= а) — f(0)f(2a) 
例 14 EHA D= f(z+ 4), f (0) =0, Ң{ЕС—2.2] 
EE РС= ||, K f(9). 


E 在 (一 2,2| 上 
na) = ~ 2 < r = Ü 
х О < x= 2 
ж? 
for) =, 
> +C, 0< z =? 
H /(0)=0, f##C,=C,=0, A 
z 
-7 — 2 < x = 0 
f (z) = ; 
£ 
F: O < = = 2 


. 99» 


fe9) = f(5) = fO) = r: 


例 15 已 知 | Сяо + f"Or)]sinzdz = 5, H fGo = 2,Ж 
fio). 
Ж 5= [E7 (z) + f'(x) Jsinzda 


= | fGosinzda 十 | sinzdf (ж) 
[Р 

— | Frysinrdz + sinz (хт) | 一 | ( r)cos.>d.z 
É, о 


= | (х)еіптах — | coszaf (>) 
D D 





= | FCGoysinzda 一 ў{х)соѕх 

= fiw) + ЈСО) 

故 f(0)=5— ўбп) == 3 
Ais СРУ ГСУ E h ЛЕ f (z) = 36 [vler + 


[саз , 试 求 fe). 


| Femsinrdz 


0 


1 
解 iz | Godr = “, 则 有 
D 
Fir) = 3z -avi — z 
Pir) = 9a? + а? — аж — бат-/1 — =° 
1 1, 
а = [Pedr = [ii ga? + a? — ata? — bar A — z) dx 
=з + а? — 2a 
2а? — 9а + 9 = 0 
解 得 a 二 3 а=, УЧ 


fG = 3r— 3/1 а Rf) = 3: — > 1 一 x° 


@ 17 设 了 (rx) 在 zx 之 0 Ч, КЕ 5 z (zy. H 
| zea: = 023 一 8) , 求 (х), 
E SARLI x 求 导 ， 得 
gD 0) = + z 


Hi ОРЕ 





1 
(х= 
7 Iaf z 
flr}=V r+ i 


令 f(ay=1, Ë z +C=1, r= (1—C)5', mMm 
_ Í _— lí sz nl 1 уз _ 
o= | sd = zl g) 一 з LQ С) 8 | 


C=], # 
f uz) = Мт —1 


例 18 。 设 对 任意 正 数 <, 积分 | ас, ЮФ Со 
WERBY, OSL, IER 
L J (ez) — J Pr) у. -= Fln Ë (е, > 0) 


б І 


证 ^а) Л х). 





# 


+ оз +. 
-| Lenar f fq, (分 别 令 1 = ах, = Br) 


= [0а TLO ye 
an t да š 
=| “Ош (利用 广义 中 值 定理 ) 


| p Я 
= fe) | dt (在 aa 与 pe 之 间 ) 
f 


Za =0, ЩЩ (5) 一 了 00) 一 LK， 得 
u flar) — FED а ур Ë 
б д © 
Ф| 19 i р()=2-„4®х-+Е+3х°-Е5а?-++3х*-+-4х°-+-2х1°*., 对 于 造 
合 一 1<&<5 的 每 个 定义 了 一 问 对 应 于 哪个 天 的 
L, 最 小 ? 
解 ” 当 一 1<k<5 时 ， 都 是 收敛 的 . 令 :二 二 ， 则 有 


一 [站 -dr 一 人 二 -dr 一 
= |, р(х) ==}, ра) А 








хл т“ 
pir) 





因此 有 


+= k J Е 
1, SU + L- o= if ТЕТ 


十 um ad rka E yT — Ё 
КЕ рау е т | руа = n 
故 当 上 一 2 8, L 最小. 


例 20 aro 一 | [1+ = t G UD L... + 


2! 
— *—1 
а edz, Ж f” (m). 


— dx 


Wg i# Ла) = |. = 27 -and (k = 0,11,“ n — 1) 





出 Хбх) = |. e™dt = е — - 


ri 
I — k—1 
MRO, f, Са) = | 和 edt = filr) 


二) 
= rt) 
=a" ler L. Фа” L... ne" 4-е" 
нт — 1 
_. A e п> ] 
дет п = ] 


. 95 + 


例 21 AR УСЕ) АЈ, H 7020,0 (>) = | ifa — 


. ът Сх) 
"dr, іт БЕСЕ, 


解 令 u= r" 一世, 则 











| J (a )du L fixr yar 
litm Рх) _ jim 2—69 = jim = 
+—Ü g” x=— т?” = Өү?! 
— 1 lim LE — L lim 4&2 — AO) 
2 < T DN + 2 
_ l}; 
= 21 (0) 


例 22 Жіп (2197 

















1 
Y _ 1 1 nl ж 
解 1 у, = ” (H | = 一 p" 
limlny,= lim Hn Í = lim Hn( 4 2... 2 
п—=со #— == ІІ nc PI м T н 
l 
= Jim ` | In £ ,1 = | азаа 
по ү) Р Ü 
— (zlnz — z)| 一 一 1 
EE lim l (яр 


Ё 23 Rim 一 


поа ШАРМ 


解 570 =. Ш 7z) 单 调 减少 ， 故 


tH] 4 "А +i 
| xde = >| irida 





+ Ор + 


< yao [i обе) 
i=] =z | 


= | Хот + fcl) 
1 

















a+ i 1 t "1 
即 |. les > £ < |. ах + 1 
x 1 
а + n) < > £ <1 + na 
3 1 
ln +n) _ * _ 1 —Ina 
因此 有 Пл = nmn © im 
. liaii +n? . 1+ lnn 
EF lim inr 1 lim ln» = 1 
a1 
故 liman ==1 
例 24 求 im| .sinzdz 
па J Ü 
解 1, = | sin'zdz , ш) z, 单调 减少 且 非 负 ， 故 
Г 
Tn 
(п — 1211 nl! x , Си l) би — 2)!! x 
пі! (a — 1211 2 SAS 111 (n — JMI! Z 
Pp aF SS 
Jl x ir 
п+1 2 SLS п 2 
HY lm ,一 





| (2м)11 | 1 л 


Сая 1) 11 Е 


例 25 证 明 lim nti 2 


чш 


证 记 7, 一 | 2 in"zdz, 由 于 单调 碱 少 且 非 负 , 故 


+ ОУ æ 


{sd sn = FEN = і... 


{2n 一 1)11 _ (zn)! ra [Фа 111 ж 
{2п)1! (22 j 1)11 2 ~ (2м)! | 2 


= (2n — D !! n — 2)! ! w 




















= (n)! (2n — 111 2 
Ет: 
л ] 2 < Коли 2n к: l < 
H Flim; 227 改 
lim 2 2д га 1 2 


例 26 0) = [1 l l] 表示 不 超过 +z 的 最 大 整数 ), 求 
dim 一 |. fez)dzx ， 
Й > niren], 
过 | fada 


1 2 n 
= 二 [| dz + | æ — Ddr +- + | а G Dde + 
T Ü 1 я— ] 


| ч — mdz | 


djl, l _.. 1 1 
=j yd += +T ++ (а n] 


T 


= [n + (z — пу] 





由 于 
1 
(н {1 1з°% T 9? < mE + (x= — н) ] = < 5-09 + 1) 
прі 1 
H limy Ti” lim” я 2 


. QA + 


.1 _ 1 
БҮ lim M Sdr = 2 


д | с=з 


1 } 
Ф 27 i Oath, 求 lim| | а —х)у'4л) | . 
є => = Бх tail- х) 


i + 
Ja = [| Фе + aQ = уйл) | 





W | Getal — 2078: =; 1 zf udu 
#tl— gtl 
 (—a)(1+-:) 
| М, ptl а 1 
lim Iny) = lim АС -oa I 5) 
Inch t — a") — lnb — a) р a+ {) 


= lim 
É i—i 


1 一 + 小 


ptilnp — a'na o 








= ч brtl — gft 1 
n E 
_ blnb — alna _ ] = "a _ | 
А-а b — а 
Е" 
АХ limf G) =e 2) 
жы. c 


0, 
(1) RE: ЕРЕ АЈ 0< x= L, ТЕ 0< 01, {Н 


{ fea +| лое — z[f(0z) fe br]: 
(2) 求 极限 lim 0. 


工 一 让 


Ж (1) Fez) = | reyd: 十 f 70, 
Ш F (z) 在 [9; х1 Ui, H FC(0)= 王 0, ИЕЛЕ H HdE Е, 


J 081, {Б 
. 909 * 


FO) = Flr) — FO) = F! (0r)z 
нр f Foar + | raya: = [f Or) — fe— 8x>] 
也 可 以 利用 积分 中 值 定 理 证 明 此 结论 如 下: 
| ооч + |, ғо = К, Рс у) 


= (РО) fe у) = (fOr) 一 f(— #х)) 
Hp ioH z Z 8], й 2-02, 001. 
(2) 由 41) 中 等 式 得 


а tf оа Fo ro РС 6z) — fO) 


2 — 


+ я” Ж 


“> х-={(}', PASAR БЕ, ЕҢ Г 


| | roya: + |. / Cd 
1IT1 


| ж“ 


— lim Ўл) — f(— zx) 

i 2 = 

f Ga) — FO) Р z) — FO) 
| AT 十 — Z+ | 


T—=( 


— lm 
+ 


= 0) 十 Ff 0) = (0) 
lim [= — До) _ Le) — £0) | 


十 т Y 


一 人 


= f' (0) lim 2 + /' C) lim # = 2/' (05 lim 8 
т—=[, + 


к-к и] 


WA J'(0)=2/f' СО) img 


由 于 /'(0)5#0, Ит =. 
i—i 
例 29 RAR SOOME /(1)=1. Н 221, 有 (у= 
] Мы о. 
ALG) Иа f (2) ff E B| F 1+, 


. 100» 


证 Ея 520. 故 СУ 1898, X HT 
Ft1) 二 1， 因 此 
1 
m+ 
故 Ред < [|° тах 
НІ Рх) — КЪ) <агстапх —arctan1 


FEDE] +arctanz— TSSIT lt 
因此 РОВ ЕТ, É lim jz) 存在 ， 且 


lim f(x) S 1 + + 


例 30 RER РО), Фл) | repa, Bum £ € I _ 
ACA HERDO K g (z) ie Ф (к) Ф z = 0 处 的 连续 性 
解 。” 由 于 lim C 一 A， 有 /(0) 一 limf(x)=0 


260) = | лодае = 0 


ке 
и=лї, @(z)—=** m (r0) 
zf (x) 一 SQ 
g (а) == 0 


g (0)= lim ARAD 一 lim PE) 


Ay 


zf Cr)—| иуда 
由 于 limg Са) = 


“ 101» 





on бж). | fodn 
=li lim > 
J 一 = 他 д--+={} г 
A А 
= А --- > = а g (0) 


L Zf (r) fE =— 0 处 连续 
例 31 设 乒 z) 是 以 了 为 周期 的 连续 晒 数 ,证 明 ， 


рр т 
dim | ray: 一 rl fa: 
证 relat, (a+ Dr] W 
IP, Гр 2 
с Оч = т], rod (соаг) 


= 一 Llaf f Gde + |: (yd; | 





1 _ 吕 十 工本 ] Г 
由 于 P | ооч < L|. FO 19 = | AO ld 


而 lim L E lde = 0 

oo Жо 
RI lim 了 |. Fidi = 0 

а OP aT 

л Г 
y GF pr O< af Fd ali Кай 
Ма х= | ос + 有 Hi 
lim G Dr). Рд = lim l, Жаза = FÍ. fad: 

г Jim -对 f (t)dz = Af Ed 


因此 lim 一 一 fd = +Í. fdt 
例 32 设 对 任意 >, Т) = (xz), T EERS, U Fir) 
= | разде 能 表示 成 线性 函数 与 周期 函数 之 和 
Ш 对 任意 数 A, 
F(x) = Jure А + А): = | [f(r) — Alz + AG а) 


* 102 » 


下 面 证 明 , 适当 选取 А, 可 使 G(z) == | [f(x) 一 4] dz 为 周期 
函数 ， 由 于 
С T) бх) = | уш) — AJdxz — | Сла) — Aldz 


Т ++T 
-| ГС) — AJd+ = | raydz — АТ 
-| rC ydr — АТ 


by 24 A = T| ладда 
HJ, G(z+T)—Gú(zr)=0,G(z+T)=CG(=xr)>, Вр G) RAHAN. 
而 44z 一 za)? 是 线性 函数 ， 故 得 证 . 

例 33 设 关门 在 (一 co ,十 吧 ) 是 连续 正信 画 数 ,有 目 f( 一 :}= 


JG), R ебх) =f |z” — i| Ddi, — a = == a,a > 0. 


(CDO 证明 gz 是 严格 单调 增 的 ; 
(2) 求 出 gcz}) 的 最 小 值 点 ，; 
(3) 当 gtz) 的 最 小 值 等 于 (а) a1 时 ， 求 fe). 
E (1) р(х) = | (r — tòf {dt + ре 一 find: 
一 й аг — J rf (ОЧ + | fd — z| Gd: 
(к) = | Findet + 放下 — fir) — zf (zx) — | raya: 十 
z J (r) 


一 | roya 一 | fd 
etr) = fir) + f(r} = 2/(х) > 0 
故 g' (Pe Pñ EJ ЛП. 


Dew = | Ad 一 | "e= oc ао 
=| 709 + J ов =| оа 


. 1093+ 


HFA, AEH z'(z)=0 И {НН = =0, М e tx) 单调 
F, 1024 220, g (z)<K0; M r2>0, g'(z2)2>0, Ц +=0 Жреб) 
的 根 小 值 点 ， 也 是 最 小 值 点 ， 

(3) glx) 的 最 小 值 为 


g(0)—— [Í Lf (ак + | fd 


= 2| afde = fla) — at —1 (ж ) 


Ха 6519 
Zaj (а) = ў (ау — 2а 


df (a) 
fla)+ 1 


iní fla} + 1) = aš + C 
EER цао, 0= 700) 1, f(0)=1, Cln, 因此 
得 ra 十 1 一 es t де. 
FG) = Эе? — | 
例 34 REKEL 6 ](1<a<5) E, 8 › Fl ç Bb Ft 28 pk рх-+Ь 
q>>inz, 试 求 积分 7= f (pz + 


q 一 Inz)dz 取得 最 小 值 时 的 yp 
Tl g 的 值 . 

解 ” 如 图 10， 由 于 pz + 
9 之 Inx， 上 本 表示 曲线 y= 二 lnx， 
ĦA у= ра, х=, хь 
围 成 图 形 的 面积 , 显然 , 当 у= 
prta 与 y= nz 相 切 时 了 较 
小 ， 设 切 点 为 (cslnc)， 由 于 10 


(lng) = 1 
+ 


= Fada 





则 切线 方程 为 


- 104 > 


y = ск о) + Inc = +z + In — 1 








FE. I -f Lz + inc — || — Inz |42 
= z: (# — a?) + Inc » (b — a) -fa 十 Inz)d= 
T= he a) + Фф — a) 
Le 
9.0, 8-60. 
当 ctt, “1 со; 当 tE, 220. М с= н, I 
HBO Phi, aje B. Inf 
„= = 17, q = lne — 1 = n E — 1 


例 35 已 知 Fz) 在 [a,5] 上 上 连续， 对 任意 Le,8]C[La,p]， 都 
H |[/схёк|<М|а—в|'#*‚ Җен м,8 为 正 数 ,求证 在 [a,6] 上 ， 
Jf (z)==0. 

证 FG) = | сд, НЯ, 


F Ату F t+ Ar А 
Ке + мэ — Ро) = 去 [| fdt = [aya || 





= ы Mlar H 





} T+ Ат 
= | re 下 (Ed 


= Mi |A<x |? 
H -T+TlimM|A+r|°=0, WAE 
Ari 


Fir + Az) 一 Fir) 
AT 


H r 的 任意 性 及 F'(r)= f(z), WE frj. 
0) 36 设 函 数 f(x) wo] LEŽ, Н | Sedda = 0, 


” 105 ° 


F' (z) = lim = 0 
Ë r— 


{`/схэсовайт = 0 , WE: 在 (0,m 内 窒 少 存在 两 个 不 同 的 点 外 
É, СЕ) = УС) =0. 
证 1 FO) = | Роде, н [сах = 0, #000, 
(0) 二 0. Я 
|: (ze)coszdz = | coszdF(z) 


= F (z )çoszr 





十 [sina . К(т)айт 
9 з; 


= | FCeysinzd= = Ü 
ЖЕЛЕ СО, пк) ЕС) Н Н, ШЕ СО, л) Ч ЕС ЖА, 
У. sior BEY., W 
[F (r)sinrdr = 0 


FA. 因此 ,j c€ СО,х).{# РС) 0. RE RER, ë € (0,c), 
EE (с.т), 使 

Ff) = F'(p = 0 
НП ЎСЕ) = (ё) = 0 


证 2 因为 | f(r)dx 0, 9 .EC0n), 使 290, ж 
网 /(х) ФЕ 00,7) ARES, 与 | ferde -07E LTH 


LE ‹(О,л) 全 /СЁ)у=0б, ЖАК, TE, ioH (Š, ‚ж СЕ? 
h z Еу, АБТ: COED fir) 20, 在 人 ,7 内 Ўт 0, hy 


| £Gocoszdz = f Ceycoszdz 一 сов | 7242 
0 Ja 4 


E r 
=f re) (соёл — cosg, de 十 | J (r)(cosr — сове dz 
>= 0 
FJa. WAHE. 
. 106 + 


M 37 W р(х) = r tar tbr te= 有 三 个 相 异 实 根 x1， 
з» T34 H z < x< ss 试 证 : 
(1) '( 20, р'жх,)<0. p Сау) 220; 


DE | °рсх)4х > 0, WEEE € Co ,z2), 使 | pdr = 0. 
| 
证 1) НН 


рбх) = (m 一 r} lr XT 23) 
рх) = (x х.) б — rs) + (= — zi )(xz — xs) + 
{rt — ti) Cr — ту) 
及 由 于 zi<zs<zs， 故 
p ir) = (z, ж) (р 03) > 0 
p (т) = (mr, — жу) 0л» — 23) < Ü 
p ix) = (жу 一 KI Ry — rs) > Ü 


(2) Ф FG = [рот В ЕС, ШТ 
F (z) = | .aceaz> 0, Foz) = [саах < 0 
根据 人 旬 值 定理 , 3 Є (rrz)， 使 FE) 一 0， 
| | pode = 0 
638 1 (а) illo .,1J ЕШ ЧЕЛН] EAR, E. f (z)> 
-AKE EEO DARTER E EEO = (даа, 


Е — FO) = :| fida 


M FOEL Le S, М. 
F0) = 0, FO) = 
HAREA, FE ЁС (0,1), { F=, В 


IEEE 十 fa) | | = 0 


EFE) = [ааг 


. 107 ° 


由 "(т> — ИЕ ， 有 


кра + 27 (z) > 0 
FG) = Гб) + РО) zf! G) = 2) + ¿f' GO > 0 
天 (提单 调 增加 ， 故 坪 是 惟一 的 . 
例 39 1 ә БСВ аза 1(а2>0) БАБ ВРЕ РУ, 
(0) == 0, ЖЕН ФЕ a,a | L p fff s #ё. 1 ар") = 


3 f(x)dx. 





证 N f (z)dz = 六 ro) + Z! (0)=x 十 zs Ут? dz 
一 | F Dade + z| "Оё, atd жон) 
= y| ааа 


(区) 在 [一 a,aj 连 续 , 套 了 "tr) 在 [一 a,a] 上 有 最 小 值 т 与 最 
大 值 м, it 


N =" dx = |. JED de =< uj х?ах 


| Ex Ат З | fs ridar 


т = - = = M 


Tr 2a” 


出 介 信 是 理 ， Ч ёСГ--а,а], і 
J F"E хіх _ ха. Tidar 
ЇЕ) = 


即 азр — 3 г. Firda 





Aj 40 估计 | since ddr 的 符号 . 


Я 222-2, B t] 


— Dn | T" ‚ 
| st dr = | SIZ- 
É] Ü 





е йг 
2 ` É 
* 198 = 


x sin 1 [” sint Las A 
| — —d (A x и == { т) 
|. = zt + 2]. АЛ 第 二 个 积分 邻 
= sint ç 1f" sins _ 1 = — -二 一 | ти 
| 2268 2 а 544 jo м/п м 





工 十 1 
例 41 设 fe) -| sin (edt, Е e" | f(x)| =ç 2, 
uF 全 e =u, Пр 


























r+] | 于 十 ] 1 
С) | = | sinte d£ = | —dcosy 
= er H 
r=+I +] 
1 š "COSH 
= | 一 cosz + — du 
ч е? с н 
Y+! 
__ сове! сове* | ° COSH y, 
е1 e* =" u 
TL 
< coseztl cose” 4 | ° COSH de 
ЧЕТ ez+1 ez -= ц? 




















1 1 е1 j 1 1 
<= +a |. zadu 一 = FP д и 


с 








故 е*| fer) |2 
例 42 E HI x OF 3635, 证 明 当 名 充分 太 时 


О < [за 一 z) jsinrzdz < l 
证 $= satar |" хЄ [0,1] 
f'Gy = п/з — РО а 2у) 
当 z< J'(z)2>0; 4 г>, F (ш)<<0, x /| 二 | 是 极 大 
值 也 是 最 大 值 . 32 „ 充分 大 时 ， 
tj рма y „1 
л 2 | ш Б = 
- 109 。 


V 34 х6 (0,1), msinxz2>0, f(z)2>20, Ё 
0 < KNEET — ху]|'ыплугйул < J| xsinmzdz = 1 
例 43 ШЕН: 
+ ба + Ф) <f „Ѓаїсоз?т + b°sin2zdr = Fi (а? 4 ё? 


л 
М ж - Tp 
证 | A а?соѕ? ж + Бед’ 
ü 
2 хі? oe onm ġo 
ú РА m 
= | AZ a*tcos2= + Віа? + | afa costa + ф'зїп^гаёхт 
0 х4 


s — T ега = — er i — s та 
— | /а*сов°т + psin:rdr +Í va sint + B5:cos°,d:i 
б = > — у. "° ` 


= ' [ A atecost + Ёп + ^а т > + Бїсов® к! dr 
Ау f(zy=./a?2cost=-+5"sin”z+ v a sin z+ hros т 


(b° — a *узптсовг (a° — bOsintcosr 
f(T)= Гр: FR: f шг 1 дла? + 
ассоѕ х O+ ББ" asin’ -+ соғ 
; Г 1 __ 
= {$ — a” )sinzcos= — — 77 
N DSS + b Anir 
1 





~ atsin z + Бсов?х 
= | (° — а Y“sinzcosz(cos!t= 一 sinzz)]/ 
[ atcostz L Ввід Maisiniz + bicosir ， 
| /а*соз* + Pisinix 十 х/а?з1їп^ к + б°сов° г) ) | 
= z€ | о, "|, f'(z)220, F, Ж 


#0) < f(z) Д) 
而 ХО) =а-р, Д z) = 2 laH 


+110 • 


а? + 52) 


мы 


ш Fato) < [саг < x 
Ü 
证 6а + 5) =. |} vaicosir + bsintedr = T ad 2а + B°) 
D 
例 44 ifa, 521, 证 明 аре? ln. 


1 由 “ed = e"l — ] 
证 由 | sdy 


й — і 
有 es = 1 + | edy 
Q 
H | Inzdz = пб — (Р -– 1) 
有 blnp = (b — 1) + [ахах 
l 


里 一 È 
e“! + bln = b + | edy + | һа 
ü 1 


由 十 [еу 与 | mnzdz 分 别 为 图 IPER D, 与 PP, 的 面积 ,因此 





* ]1]1 * 


有 
a—! b 
j edy + | nade = bla — 1) = ab — b 
{5 l 


故 e= -+-Ьпёфш=5-Наф—Ё®= аё 
| 45 i$ SoA oaral Ж#Н Р. /(1)>0, Ж 


K (=)d=<= asa 
Ü = 1) 


== б 
[оаа i fir)dz 
Ü í) 


ШЕ 


并 给 予 物 理解 释 . 
ШЕ Fit) = [ада саз — | faydz| efez 
И; J i 0 
Ёс) =) afd + F| Peda — 


F| aada — O| ада 


=f Расо FO — zd 
Ü 


ЖР АД l, Н 010220, оу [06.1], /0ay>0o, B 
fO(z)—Jfü)Z20, :—rZz0, ЕҤ (ту >=0, КО)! ДБ НЮ, У 
Fi=0, W FG )2Z 0, F(1)22O, Bp 


| (т )dz| zf Gaya 一 | .Fezydz| zP сода —> 0 


Б jade | сод 


[адаа 5 [fdr 
此 和 不等式 可 以 改写 成 


[даз | zf Cx) dz 
Уф _ = 0 


[fdr сда: 


. JIZ» 


故 可 和 作物 理解 释 如 于 : 位 于 [9,1 区间 上 的 长 度 为 1， 比 密度 为 
产 (7) 的 细 杆 的 质心 坐标 小 于 或 等 于 长 度 为 1， 线 密度 为 Ax) 的 
细 杆 的 质心 坐标 . 
例 46 设 产 rm0，zE[aa]l， 试 证 
AHi < Lf fodr 00709 





证 在 xz 与 <> SREE, Ë 














fo) = f LEE) g p|) [a ett) y 
TO y li 
[614] 
к Гоње [ASH] (рь 
= (р-а) аё 
AH] i Гуса: 


设 yna 为 连接 A(Ga,f(a)), B, FDR, HT ao, 
曲线 у= (х) АЩ, AA 
yas = J (a) + F) бад 2 шу fu) 


Úx [ға ~ а) r — a) jaz 


> | f(r)dz 
即 — [repa] < Z€ = 70) 
В 47 设 /(z)#[0,1] Ене, |С) |м, 证明， 


rear — To £)|<u 





. 113 • 


证 将 [9,1]a 等 分 ， А 











яаа 


























ila 
Ta phien Ë 
= le Alle 
Г" & l k 
=Y fi on Рә К £| | п | 
ре jk 
SMY jan, i = dz 
" ] M 
М зні и 
例 48 iri) 在 [a， b) 上 连续 ,日 fir) с> 0, H 
f Fidde уйт > = (b — аў 


证 1 利用 柯 西 不 等 式 
[Feda] т субх = UF] dz| | = dz 
> |799 z -dz| = | faz} = (Ó ay 
证 2 — FG) = [oe] dr — G а) 
к= o| Zd + рр) Рада — 2G — а) 


=f ED +k Cr) (z), 
f (z)f (z) 


> | 2dz — 2G — a) = 0 


z — 2(z — а) 


. 114 = 


Г Сх) ВЛЕ ҢИЛ. У К\а)у=0б, 可 当 ta, F (320, 特别 ， 
F (0)2=0 , Bf 


[fodr| ту: = (P — а)? 
例 49 设 Fir), gled] ELE., 证明 


2 
[ure + g(x) Ѓах < | [Pda 十 се | 


证 根据 柯 西 不 等 式 
[ся (z) + glr} ах 


È z ё 
Тә h Ё Ё 
<| Pide 十 2 | Fada] gi(x)dz + | g? Cr) dr 
Ё Ё ° 
一 | (хуйх + | g (O хх 


#150 1 fir) F Papa >= 0, ШЕВ 


LEOD + AFA) 
| rezodz| 元 yC dr S ЧУСУ ПП) 


证 2 FOF 0) | Fda A 
чуен oso, A 


< f бах + жоола), A 








u уола ` Е 
= NI fæ) + а) feo) fa) Jaz + fO + G) 


-| Cf (zx) — їе) са) ЁС) ar роу fO) 


=. J(0) + A) (用 到 f (>) 单调 增加 ) 


ZO + /Z(1) Ë 
改 有 | седа], JG yde © OO 


例 51 I iir), lz), TF y Jw [2,51 ЕЕ TA ра 
Ж (0<а <Р), ПЕНН 


| TAES) f a) Jida 


< [лаа | Т hidr] Гу, соаг" 
其 中 = 为 自然 数 . 
证 用 于 
Donars, (х) [rdr 
[[ Aae] [Л содае . Глог] 


1 
-| f. C) . Хбх) Ғ.С) 
一 | dr 
лодае | food {солт 
<f 1 o JG) f, (z) Jf C T>) 
w а и йл 
[Adr [Adz [олсада 


all fF Cz)d> Í fade [1 н 


у ауд i мү (хат 


оп 


AISHE. 
例 52 设 in Elab] Епа, В f'e)=y#eE[a| b Бар, 
баў = (0) —0, AE 
SOLLE I Ode ака 
* 116 * 


证 f(z) = | F dr + fla) = [F dz 
fay = |F æde + 7) = KOLE 
Жо IF| = саа + НЕ ЕТА 
< ||, 7 lde + Í Cy laz | 
= 111: 
例 53 Ü (а) Е [2,4 (a> o E 4 f 3 B, Н 
| afda = o RE] 2 fede < | reaz. 
证 由 题 设 ， 对 任意 种， 有 
|7 а?аз 一 | reods 


=| feeda + e| fiada — | Adz 


=f, + = Df dz 


| 
全 Fr) 一生 十 zx 一 1， 则 当 k= a HA Ба) = 8, 1} 


0， 故 在 | 一 二 ,a | 上 zGD<0, XFO, 故 有 


| ee yf(zydzr = 0 


因此 | 2°} (х)ат == |. f (z)d= 


例 54 设 F(z) 在 (一 co， 十 co? 有 界 ， 且 导 数 连 续 ， 又 对 任意 
Ж r, A lED +f (z)|=ç1, АНЕ] СО) |1. 
МЕ = Fír)=e fixr}, Mi 
F' (z) = e*[ f(z) + f' (z) ] 
«117 ° 


|х) |е, ВИ eF ae, 
| — edz < | F' (z )dx <f edr 
Ej -eF =ef (xr) — lim efir) =е" (ж) eT 
LES B | £(z)|=1. 
: _ _ j ___ 
例 55 18 /0)}=1, а= стеу 
lim FOSA, АЙЕ: м 2 <4=1-К1п2. 
证 由 已 知 有 
+ оо +<= 1 
А—1 = |, fode = | 二 十 Р) 
由 于 PCzy0，Fz) 单 亩 增加 ， 故 当 220, f(z)2 f(0)=1, 4 


i> dz к= e 
a-is], кт”, РЕ 








| <= 
一 一 jn 1 +e | | = ln? 
0 








А = 1 + 2 
KEE Aao RN, А Ск) | SAOSA. 
_Фес=; ”dt 
А12 TA | A+ 2 


+e 4; _ _ l | li| 1 
22 |, | ||, с А-+-1 


i 
Hi CA+1)(A—1 21, А'—1Ш>=], AD. ? 


例 56 72) 在 [0,1] 上 连续 ,有 | Аса 一 0, | ж/е) 











= =, ат fr) de 一 о, | ft) dzr 一 ]， EH: 存在 cE 
[0,1], 使 | fc) ntl). 
证 ¿Z = f [e 1 сд 


ЛЕГО. ЕНА Сә |2" 04-1), 00 
. 118 ° 


г< (2 L) fea) da < 7 + Df (== аа 


= ze D| f: + al kana | 


一 2'in + D| 





1 

2 
КИР + sre 11 
2"t (n + 1) + ri LD + 1) 
5 Т, HAEA 


I = Уус zl — Y сод = (тааз =] 
FA. Wg сЄ [0,1], 170) 1222" (н 1). 
Ё 57 设 Fz) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连 续 导 数 ， 虽 对 性 意 
celot), e| 21). 有 





Су LIE Ор + са 14 


证 根据 拉 格 关 日 中 值 定理 , 3 BE (2,9016 
РСЕ) DD = Рус — 7) 
ke [Са FF Fy 


一 [сах | = f ее) |da 


A IEL IED f I lda 


1 – rap | 
rE +Í Pajda 


е fo] т 
< 14 Y ) + [ala 


ЗС) — fo) | + |, "Са 142 
ОЯ 58 j РС) Га, | ЕЕ, WI 
max | (z) < 1 соаг + [ia [dæ 
证 设 xr, € La ‚ф |, 使 |F (zo) | — рах, |/ Са) | ;根据 积分 中 值 
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定理 ,3 tE€ [a,b], 使 
1 a _ 
r _| Ada = }(ё) 


不 max |2) | = |Z(z,) 一 CE 十 了 (| 
= AE + Со — AE) | 


реон | fr na 
< Hf fade! + [ | “(жу | d> 
例 59 RoE L] ERA ERIR, H f(0)= /(01)=0, 
求证 
| ] 
да| жак! со! 
证 令 M= тах 1ACz)|， 根 据 拉 格 部 日 中 值 定理 ， 存 在 
selot], ае [1.1]. в 
лааз < [iyan da 


1 1 
[о + оја (О) + С ldr 
2 
1 1 
= [I Eade + |,” фо — Didr 
z 


„1 
<M| іх + M|. a — +r)dr 
0 È 


例 60 求 曲线 = 一 ev sinr >05 z АРТ RENE 28 = ЯН 
ЖЕ P ДУ bae Fe AK qi K Fa, 
E y 一 esinz 的 定 交 域 为 [2Amr, (2k +10], А=0, 1, 2, 


. 120» 


си 





(2+1) иш ‘2 十 ] ж 
y = >| zy" dz = > | e “sinrdz 
А0 = 20" = 0 i 
> a d 
一 ЭЭ е Се °>" + 1) 
1 ° 
псе + 1) 1 __ x 
5 1—e `" 5(1— ет") 


例 61 试 计算 由 曲线 :一 y?= ,十 y 一 2 ,z+y=3./ 2 
及 y== 围 成 的 图 形 绕 直线 ул 旋转 而 成 的 立体 体积 





[Í 12 


解 将 坐标 系 着 时 针 旋转 9 一 二 使 > 一 z 变 成 z 轴 ， 即 令 








T= ucos — vsin — і Са — 1) 
| 4 4 Vo 
у = usin © + pcos © = 1 {ш 十 
4 4 > v 
WI P, ЖП kar 90] 255 
v =— |, =l], u= 3, т 0 


3 3 j 
йй V= |= = [n| — а = 2, 
l l н É 


例 62 设 曲线 y=cosr 





оса Bri у 轴 所 围 图 形 的 


. ] 21。 


面积 被 曲线 y= asint, y=5sinz(a> y 
50) 三 等 分 ， 试 确定 a, 5 ФЕ. 

Я 19 13, В y 一 asin， 
y=bsinr 与 у =соѕх HÆ SA А 1 


CEY)» (аз 32), Вр 
созт = dSn, созт, = bsinz, £ "N 
tanrı = 1, апт, 
а 
由 题 意 图 13 


= _ т) ‚ Ag Tr ， 
| (соёт — аўпғ dx = | asli zd +| Соз — | ёе 
i! Г} I (] 
І 





| 


_ 再 
-| | In ‚ Ei 
| (созт 一 asinz)d> = | bsinrdr +] cosrd.r 
ü 2 = 
? 





积分 并 整理 得 
| 2siņnx; + 2acosr, 一 2а = sinr, + becosr, — b 
1 
[sinz + acosz, — а = — osz, — sinz, + Pó + 1 
1 
ЕН апл =, апт, =-- 
有 sint] = —1 , cosz, = — 
м1 + a° - x 1 + a 
5112) = —I —, соз, = 一 2 
1 +Ë Ст + Ë 
М [2 3/1442 — а= 3/14 b 
| 1а‘ —a=5+ 1-1 4 
a 
解 得 а=, o= 


3 ` 12 
例 63 R= | eelde (zx 之 一 1 RAR = Ge) tj z 
—1 


ЯЛТ Б ak ВУ ЖИЕ ЗЕ. НТ ЯН. 
°]22* 


解 ” 首 先 求 y= 一 f(z) 与 x Н.Ш T ltl B AR, 
Fo EBE R. MO f(—1)=0, W f(1)=0. AF 
Р(х) = r|=| 
10, fi (zy 0, РС) ВАЛ Л: 35 r> f (z)2>0, f (z) 
单调 增加 ， 故 在 [一 1, 十 ce)，zz) 最 才 只 有 两 个 过 点， 因此 


A= 2|[ f(x)dz| = 2 i I – айг |4: 
— 1 — — 


° 1 
= 2 Í — G + 2945 = > 
E 2 


例 64 设 p 一 pz(z) 是 犯 物 线 >=. z HESE Mi у) (а> 
1) 处 的 曲率 半径 ,xs 一 sz) 是 该 热 物 线 上 介 于 401,1) 与 邮 之 间 的 


AK, RHH зо FE) иин. 

















i y = 1 y'= — 1 
2. z t= 
2 
P = pir) = Ч ria = 5042 + 152 


Е ^т 
s = sir) = | м1 + dr = | NE + ldr 
1 1 4r 
de = 3 人 4 + 1) dr 


А. 
ds 一 1+ ах = Mz F D jr 


4x pr 


de _ 3r + D'#dr _ — 
ds  (4rz-+ 17 бух 
— _ fr 


2. r 
d: did T 
T 2132) 1067) = 806) E 
3 ДЕЧ б 


Ax (Arq 112 Qaz 1)? 


` 123 ° 


sog _ | de 





5° ‚ ds 
加 1 yz ® 7 ”| 二 
=3 X y Ur + 10" rr TY (БА al = 9 
例 65 -—- ЕКЕ K Nb iR А А 


Hb, ЖО 0а И, я 

以 每 秘 vw 单位 的 速度 向 池内 注 

水 , 求 水 深 增加 欧 速 度 与 水 深 的 
EO WB 14 建立 坐标 系 ， 

WOKE АР h BJ ЛК E EH >ë 27 

х. WA 

т | Ф—Л)"_, 


н р? 
4 I К 14 


此 村 池 中 水 量 增 基 微 元 为 
dQ 一 тт°4А 





Ё Л __ ë 
G) 一 rr = | na 1 42507 ak 
0 С) I 


19 AQAA _ ш], @ Wt) dh 
E д? ' d: 
d _ 
НР =v, H 
dA v _ vh 
di _ ,! (6 — А) | па (25 — h) 
d | — “Ë | 
例 66 设 吴 点 在 时 间 :==0 时 开始 作 直 线 运 动 ， 至 1=1 时 停 
止 , 共 间 走 过 路 程 1, 试 让 必 有 某 一 时 刻 * 的 加 速度 的 绝对 值 大 于 
арр 4. 
证 РРА J s= (0). 则 加 速度 为 o, BBB ÉS 
(0) — 3 (]) = Q 


* 124 > 


H ] = s(12 — s(0) = | aya, = frale E z| 


1 1 i` P 
К -f(e — ? |; са; 
1 H IF 
= — [t 一 2 |; суд? 
# 4 0=z=1 НРАВ |70) | <4, M 
| 
__. Ту, 
= [АЕ >]: (а 


l 
<) 
Ü 


of | at | — Lja = 
o Joi? | КЕ А б = 1 


T a. БА 9—8 z PJ HI 
速度 的 绝对 值 大 于 等 于 4. 

Bie? 求证 ， 内 切 于 一 
给 定 正 方形 的 所 有 椭圆 中 ， 
以 圆 的 局 长 为 最 大 ， 

解 ”显然 椭 贺 的 轴 应 在 
正方 形 的 对 角 线 上 ， 如 图 15 
建立 坐标 系 ， 设 正方 形 四 条 
边 的 方程 为 
工 | + 11 =c (是 常数 ) 
fi [Pi] Ут FE 2А 


2 z 
= + 2 = 1 (О b =< a< c) 


TES SER, ， 切 点 满足 方程 组 





(рне 











1 
еу | de < 4| | —4 а 
ü 2 


1 
9 





15 


ЇЗ Ж у 198 
. ] 25 • 


£ 十 (с ау = 1 
Вр ба? Е) ж? — 2a crt Cat —а 6) == 0 
由 于 解 锥 一 ， 故 
A= (— дас)? 一 4(а? 十 Ё?) Са?с? 一 a h) 
= datb" (at + 6 — с?) = 0 
得 a 52 = c° 
椭圆 的 参数 方程 为 x= 二 acost，y 二 zsint， 设 帆 国 长 为 4， 则 


2 Ë Eai A azsin2r + cosit 
L Ni! = 4, ш = f asint j+ pcos’rtdr 





= | À 2 1 一 — созй Д. р? 1 + созд д, GB A — а Бу 
一 -Lf мс? — Acos2:dt 

„2 Jo 
— ==], Ае? — Acos2zdr + Hj: мс? — Acos?tdi 


(“> u = п — 2и) 


= ve — Acos2rdr + 一 二 | ve + Acos? dz 
0 24° 


l fi x Z= ALD, 
5 РСА) = с — Acos +H t Acos? (AZ0) 


со5ѕ 27 со5 27 


2 лс? 一 Acos? u 2 c 十 Acos? 

当 € 10,7|, cos2>0, £ P'CAy<0, УСА) ЬУ, HE 
РСА) ы = feo) 

改 当 4=0 时, 积分 值 最 大 ,， 即 工 最 大 : EIEH a=b, a=b 时， 


BARR 5 IHJ, 4 L 最 大 . 
"126 ° 


T'A) =— 


pjes ВРТНЕ, ЖАЛ ЕЙТЕ КОДЕН) (JD 
的 减 函数 R (2) а, ;其 中 4 是 机 豆 的 最 初 价 格 ,在 任 坷 


Fü] е, 机 器 开动 就 能 产生 P 一 全 ee 的 利润 问 机 器 使 用 了 多 长 
时 间 后 转 售 出 去 总 利润 最 大 ? 这 利润 是 多 少 ? 机 器 卖 了 多 少 钱 ? 
解 ” 假 设 机 器 使 用 了 : 周 后 出 售 ， 在 时 间 [t;t 十 dt] 内 机 器 开 


动 创 造 的 利润 为 
A 


Pdt = qe Чч 
于 是 总 收入 为 
Ў) = зл, —- 26 +4 ет"; 
Р 一 一 ЗА — 1 —,?/ А —{ 
ru +, | Ak ae 


— A 4з __ 1 ЕТЕ 
° | 32° Fl 





S 三 (一 0， 得 :一 96 133252333. 4 r96 n32, f' G)2>0; w 
2296 in32 (0) <<0, АЛЕ Н Г 333 周 后 转告 出 去 总 利润 县 
大 ， 这 最 大 总 利润 为 
Fro6 In32) — А 
Tas; + 全 | ed — А 


А — А == 11.01А (元 ) 


= + 12|1 — rJ 


MARETA 元 . 


= w p — — — 


第 四 章 ”多 元 函数 微分 学 


‚ AZZA 


A SL BL $E ЭЕ |н] ЕТ JL in. лр ЖКТЕ МОДЕЛ, ЖД 
H FEA ҤЧ. 

Ж FANTA s A ДЕЛИ А Sa рр. ¿K 3 ТРАН ЕЕ 
аў (н 5 СЕУ 8, АЈ БЕ PF A РЕ SY JZ. ЖЕРАР Sp Yok фе F 0 
В ДЕ PET ТЕ Л En sk Jy КЕНЧЕ BU К) JL ay Н, ин EL Él 
ЕШ, ШЕЛЕР. 

求 多 元 图 数 的 极 值 时 ， 为 了 使 求 驻 点 的 运算 简单 ， 要 尽量 使 
目标 函数 及 绝 眠 条 件 的 形式 简单 、 为 此 有 时 要 使 用 代 换 等 手段 . 


一 、 人 和 例题 选 讲 
例 1 8 а 1 л(л EPHE), ШЖ Б 在 5 内 道 时 轩 方 向 禾 


HE oHe, ТАҢ а, b RAR с. 
E l; d—a>x b, Ша |a, F d бж шт FE. Нар, H 


此 
e == |е [е 
= |с|{со50 + b° + sind + d’) 
_ | x b 
= |ð || соё. тот 十 sng， ҮЗ 
例 2 Ша, Б Eiz [s] нр ЗЕ Ж 
aM, Elèl=i, (а,в) == ， 求 极限 





lim |a + zb) — Ja] 
wei А? 
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解 lim aicb а 


Т ОИ а 
= lim ila F rbl 十 а 


ра ITD) - (а F zb) — a 


zo rle + rb! + lal) 
а - b + zb: 


2a-b ` jal|lbicos(a,b)> 


|a | lal 





例 3 МОА УА E SDD P. Q, HROS 
OQ) EAA BO<se<r)， 设 as，8 为 正常 数 ， 求 极限 
lim g Ca OP | + |ó OQ | — la OË + Боб) 
E 15 OP = [cosa,cosñ) 
其 中 coset сов = 1, Mi 
OQ = [cosia + Py. cos(8 + 95) 
la ОР + b OQI 
= |{acosa + cosie + P) acos + pcostp + 8) ) | 
== x (асоѕа + beoste + 8))2 — (асоб + bcos (R + 0y 
= va + b° + 2ablcosocosle + 0) + cosfcos(ñ — бу) 
= = a + bš 十 2? bc os 
X |а OP |=a, 1608|=ь, # 
lim Z Cla OË | + | OQ | — a OP + 5 OQ |) 
pjm ЕЁ — Ма? + Ë + 2abcos6 
Ü — u б 


дар L — 2922 


— 一 
aa 
— 


* ]23 ° 


ab аф 


с афь + ма t Б d дав 26а + b) 


—9 уа 2 х у? 2—2 
例 4 BL е о = 5 





+ 


по Л 与 L, WAER r Pe. 
# Lo L. BARA L ТЕРУГЕ | Н ЗДАР sis sa, s, MI) H 
J 
s | s. 5, |8 
єх ={4,—3,1}Х1—2,0,2})=—5{3,2,—6) 
可 取 5s 二 13,2, 一 6}， 由 于 
51 з= .15.27.17) 
则 过 工 | Pj LAFE r 的 方程 为 
liz — 9) + 27(y + 2) + 17е = Ü 
Ep lêr + 27у + Y7z — 90 = 0 
167 + 27y + 172 — 90 = 0 
由 | 
— 2 9 2 
18 л j L, 的 交点 (一 2,2,4), EREE LEKS, Wk L B) E: 
为 








之 十 2 y 2 二 一 4 
3 2 — 6 


例 5 平面 通过 两 直线 :一 二 一 2 和 44: T = 


УЕЗ а даа, ВРЕ с (1,0,1), НЕ 


而 的 方程 . 
# as Le LBA RHR A so so s R FME li 
EAR, 
s X 5, = {1,2,1} x {1,3,2} = (1, — 1,1) = 
n= 5 X e= 1, -— 1,1} X {1,0. — 1} = {1,2,1} 
=- ] 3⁄0 = 





设 工 与 h, LAZARI А, B. ША, B 可 分 别 表示 为 
AC tf 一 2 x + 5), BC(A,34A — 3,24 — 1) 
АВ = (А — ё — 1,34— 22 — 1,24 — t — 6) 

Н РАВ, 

А-1 34 一 于 一 1 А -#— 6 

1 — 1 l 
ЖЫН :=6, А=5, W 47,10;11)， 记 求 平面 方程 为 
(z — 7) + 2(y — 10) + (= — 11) = Ü 

B|: r+ 2y + z 38 = 0 

例 6 已 知 曲面 
х? — 2y + rt — Ays — Berr + 4ку — ?х + &y — 4z— 2 = 0 
与 某 一 平面 的 交 线 的 对 称 中 心 在 坐标 原点 ， 求 该 平面 方程 . 

# ”由 题 意 ,所 求 平面 过 原点 ， 若 该 平面 为 yOz 面 ,， 则 此 平 
IB] hi (BI É R Ж 

— 2y + z° dys + 8y — 42 — 2 = 0 
х = Ü 
该 曲线 不 关于 原点 对 称 , 故 yDx 面 不 为 所 求 . 设 所 求 平 面 方程 为 
х | Ву + С= = 0 

与 曲面 方程 联 立 消去 x 得 

(By + ECD — 2 + z? — 4yz — 8z(— By — Cz) + 

41y(— Ву — Cz) — 2(— By — Cr) + 8у — 42 — 2 = 0 
Rp 

(B° — АВ — 2)? + (С? + 8C + 1)? + (BC + 4B — 

26 — 2)yz + 2(Ë + 4)y + 2(C — 2)= — 2 = 0 (1) 
ES += 0 联 立 为 曲面 与 平面 的 交 线 在 yOx 面 上 的 投影 曲线 ， 该 
投影 曲线 必然 也 以 原点 为 对 称 中 心 ， 故 车 在 方程 1) 中 分 别 用 
一 y， —z 蔡 换 y，z， 方 程 应 保持 不 变 ， 因 此 有 

2(B + 4) == 0, ?CC 2)=0 
得 B= —4, C=2， 故 所 求 平面 方程 为 
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х — 4у + 2z = Ü 
例 7 试 求 过 点 д(-—-2,0,0)Ж] B(0,—2,0), HAH z“ + 
y = z: 2 p B НУР ТЕЛЕ. 
解 、 设 一 {4,6,) 为 平面 的 单位 法 向 基 ， 由 由 题 意 n| АВ. 


由 于 
Añ = {2, — 2,0) 
у 2a — 2b = 0, а= 
又 由 于 平面 与 锥 面 的 交 线 为 抛物 线 ， 故 平面 与 zOy Hay. Hi 
It, 
nk кт V2 
сов(л,Ё) = ттүү =- с = сов T = x 


Xh ate tHe] 得 
Jee + Уу? | | = ] 
> | 
18 а=б= £. ЕЕК Е ШО Ж; 
+ > Ce + 2) 十 Fy — 0) + У2 4 一 0) == 0 


Ep г+уФ м? + 2—0 

例 8 将 边 长 为 6 的 自 方形 .ABCD 用 平行 于 AB 的 线段 ЕР, 
GH 二 等 分 (图 170(1)) 并 折 成 正三 楼 柱 ，、 将 此 三 楼 柱 放 在 空 旬 月 
Hirap da 17025). 

(1) ЖБ РО 绕 z 轴 旋 转 所 形成 的 旋转 曲面 的 方程 ; 

(2) 过 点 卫 、 妨 分 别 作 平 行 于 Oy 面 的 两 平面 ， 求 此 两 平面 
与 x1》 中 旋转 曲面 所 图 成 的 立体 的 体积 . 

Е 《1) ВА, PGC2,0,2), 人 (v3 ,4), Ж PQ 的 方程 为 

r = 2 — z, y = x 31, z = 2 + 2: 
设 M (xz, yz) 是 旋转 曲面 上 任 一 点 ， 它 是 由 PQ 上 点 
. 132 ， 





(1) 


图 17 


М! (a , у у )8 = ЛЕТУ, MA 
х? 4+ у* <= Cz 十 (у), z = z' 
H| 2 + у* = (2 — N 332, z =2 t 2 
消去 上 得 旋转 曲面 方程 
з? + у? = Са — 3) = 3 
(2) В AC(z) 是 水 平 截面 面积 ， 则 


V= | Adz = EG + yde 
2 1: 


一 "| G + (z 一 37 dz = Эк 
例 9 试 求 顶点 在 原点 ， 且 三 个 坐标 办 的 正 半 得 都 在 其 上 的 
圆锥 面 方程 . 
解 ” 由 题 意 , 点 (1,0,0),(0,1,0),0,0,17 都 在 圆锥 而 上 ，, 故 
曲线 ( 圆 ) 
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| т? ty pez’ 
[十 十 过 = 一] 
ДЕВЕТИ ЕК. 15 Miry r y 
HER EEA” ТУЕНУ ЗС A 
为 М(х. уту), MIER А, 使 
ОМ, = AGM 
BH ду == Ar, у = Ау» zi= Az, BTA 
M ЕЁ КЕ. 8 
(Ах)? + CAy) 十 АЕ) = 1 
Ат + Ау + Ах = | 





消去 4 和 得 лг 
а? + у + z° = (x + y + 2) 
ИП ху + yz + zz = Ü 
ШВП НГ s| ЖЕЎ РЕ. 
例 10 ПЫШ 


2 Ë 了 
кук = 1 (с < а < b) 


a° 5° 
RR z 轴 划 三 酮 球面 的 交 线 是 圆 的 平面 . 
W H ЕРЛИ хх SR, Н y= 二 0(zOz 面 ) 不 台 题 意 ,， 可 设 平面 
方程 为 


т = Ёу 
ERER nj 32 2⁄2: 28 
=š 2 z 
atatan 
z = $y 
=° с ФА? , — 
J jat Be o (1) 
ж = у 


X H T 2 1:0 СЕ ЈЕ n, НІ E (2.0.0, SC(—a,0,0), 
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БЕТЕ ТИН Лу +B, о] i oR АЈ 
тутата 


2 = Ëy 
= + 2 — 

Вр | w =! (2) 
2 = Ë v 

比较 (7 与 (2) 得 
c | Б? _ 1 + Ё? 

pc а? 
ё = + 面 Z 
Wa а а, BORTEN ED 


см? — ay + b ѓа? — сж = 0 
#111 试 求 通 过 三 条 直线 : 


у—=0 r+ y— r=? |y—z= 0 
fm BL: ñ 7 Ж. 


E ”三 条 已 知 直 线 的 方 同 向 量 都 是 s=10;1, 1}， 过 原点 上 县 以 
s 为 法 向 量 的 平面 x 的 方程 为 
y + z = 0 
平面 x 与 三 直线 的 交点 分 别 为 O00,0,0),A(0, 一 1,1)，B(v 2 ， 
0,0). HFE r ЕА ЕНИ СС, у, х), Ш 
мх + у* + I ма + (y + 12 + (z — 1)” 
= V (z — x 2 )? + x° + 22 


yt z = 0 
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二 y 十 六 = 一 六 
. Q 1 Í 
TA T LAP рр? 
x c= | +1) +0) =! 
kz [B| ЖЕТШ В 42 28 1. M 
设 МО, у.) ВАНТ ЕЕ, | 
则 它 到 直线 LERA 1, АЕР 19 ú 
iF L 





Jo- -DT rt HNPAREN 


йа + у pH 22 — 2yz — 2-/ 2 z + 2y — 2z = Ü 
ЈН. ар A PTR Ја Е 877738. 


例 12 РУ аСт, y54 `` PrE 5, 满足 方程 5 一 Yu 





ду? 
—0, H ulr, rr, нбх, 2) =x", RK ulr, 2a). 


解 ulz 2r PAR z R 
z (r 22) + Dr) = 1 
Ж u (а. 2a) =a 代入 得 


2 


и„(л,2ж) = == 
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u (m,2z) + ugler) =— = 





us (z 2a) + uzle, 2r) =— z 

l (r 2z) =— z — urle, 2r) 
由 urla, 2r) =a? 两 边 对 工 求 导 得 

HLL ZL) + 2, Er) = 2= 

(m, To 2r — 2, (r. 21) 
= 20 — 2н, (TL) 

Jr — 2(— r — 2?н\т,2т)) 
= 4х + Анг (х,2л) 

4 





解 得 t (>, 2z> 一 一 FT 

例 13 CHAH z=, pR EEn — Br И +. Н 
| Di g 3z |: . 
азу) о (о, Й r= ху, ny e= 


Fixy E ВУР, 求 
9х Fx _ | 3° z | 
Зу? а=? дуде 








解 а Суз z== Соу) ВЛЕН, ЙОКО Чот 


ЗР + ЖЕ Ар Ж H EA РАВУ R ЕЛКЕ. 要 将 y L) = 看 成 无 
关 的 . 


z = fir, y) (1) 
两 边 对 у 18-8 
о-о 
а йт __/, 
解 得 wy (2) 
(1) 两 边 对 z ЖИ E 
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= 2; (3) 
а f: 
由 (2) 对 y Ж. ДОКА 


a PaE +IP ЛОР + Л) 





маду 17 ау 








ду? еру 
ЛЬ РО С Ро + СБ 
u TES 
由 (3) 对 x 求 偏 导 ， 并 将 3) 代入 得 
pe "xm f 
w ( f. )° (fy: 


EDX z Kin, ЭЕ С 4V A f 





р, _ dr 
ИГЫ ЫЫ fst fe + > 
Әудх — (f. )° 





由 已 知 菜 件 Toe -Jp (fr, 0, ñW 
Jx ах _ | ау \* 
ду? д? дуде 
= {2 n e fl f, — Лу, (f:)2 — Jf Ср) X 
(— ffe) — (fe f, Fe 
Ра fy Ü (fo) CF) ОУ) 
Е СР." 











= 0 


例 14 i /СЕ, у.) = Е(и,р.0), H жа, y Suw, = = 
шо (и.о >00), DX uE 


Әр ду f _ аЕ ӘК oF 
Ty 
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证 1 ВС) = Cot) Gant), Cyt) = (иг) (тюу, бе)? = Cut) * 
(TUE), wA 


Jf (zt, yt, zt) — F Cat, tot ) 


AAi , RGH 
fi * z + f; ` y + fi +z = Firu + P, - % + Few 


AEU : 并 分 别 用 т, у, z+ u, т, w Ж Йй zt, yt, zt, ut, vi, 
wi АФ 


af af af Æ aF a 
Ta КУЗ Т^ a "wm L mY 
证 2 h f(r,y,z)=F0u8&, u, ww} 得 
上 __ ‚ш „ Ф +f 
fr = F, БЕ, T F, 


і й Ән ' Ор Р 
= F, = + F. = Е 
Ў эу Т “ду Т 
ди 


= FL Š + F; S + Р; 


TÈ ФР РЁ 


rf, + yf, + zf: 
р, ди d ‚ ош б, до р 00 
= 
zi A Хе ди 
F (292 + у 28 + = 20| (1) 
== utu, y =u, z =u 两 边 分 别 取 全 微分 得 
"тал = vdrw + wdy 


2ydy = udw + шди 
ках = ийт + vdu 


解 得 du 二 二 之 +- + zwdz 


TTE 


da 二 хийх — yody + zwdz 


HTU 


dw = хийх + yvdy — zwdz 


HU 
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ыг м_ 2и h у м „ ке 
Ar ut ду vw’? Ut 
r ZH du _ _ yu do 270 
дт онш ду HTE rk: те 
u TU ke yo Jw _ _ ZW 
ar uv? ду umv’ о м0 
ж ау | шиі уй „20 
Ж Уау x = 1 mol u ` оо 
一 za + yu + zw 
VU 
_ — vwy L uwy 十 нош __ 
ү, 
同 理 
2 80 sv go _ 
zag Э у а“ 
т ®© ЖЫ chu 
Ta Ya ea 
代入 (1) 得 
rfi + yf, + zf; = uF, + GF, +wF, 
„97 а af ағ JF aF 
Bp э КУ tm “м T U 9 T “аш 


例 15 А кои NARRIN 


РА т 
u = |, fFircos rsin dë, и =т | 5 flreosb ,rsing) do 


di 
d 一 [> 2 F(reosB, квїпё)а#, f), + Л = ” 


解 ” 由 已 知 条 件 得 


ёт 
=] CF -cos + fs + sin95d8 


32 = |, (fn * сов°@ + 22 * вїпӨбсоз@ + / * зїп°@)аб 
‚140- 


zm 2 

一 | Таз) 一 | Jf; dcosë 
Ú 3 

2н ZA 

一 |, [FF < rsin8) + fi: * rcosñ |з1п@4@ 一 


+ 5110 





r 2A 
. со +j 716 — кән) 十 Ў» рое á f, š 
. © 


mA 


F 


sl 4 иа ИГЕ а AH b, 


E HES gw) 一 wp 人 (| 


可 1 y 
x = 万 evt f; “н 


E filu fisto) 


gu 
因此 有 
Аж 5). 


= al (fi Y + 2 (f, + 2н], + fal — н К)" + 
(fi — 2uu fi " f; ] 

= (au — bu fiy + Сач? — bu СР 0° + 2uvta + bf, + f: 

= gË -b y? 

MADO СР), ВПС 024—0 ft 
(a + E нәс) + 2(а + p) fi + f: + дам? — dor 
== ц | z 

由 此 得 a + Pp = 0, Да = 1, — 165 = 1 


1 
я ва 1 


例 18 ik =>, у=”, ru =e", Ry z, т У ЧЛЕН, 


呈 二 wnasU) 为 新 团 数 ,假定 wtwusw} 具 有 二 阶 和 连续 偏 导 数 , 变换 方 
程 





Jz Fg Әх 
л! К аду Т az * 
为 新 变量 的 形式 . 
解 5 个 变革 构成 的 砂 数 结 攀 图 如 图 20, H 
TU 一 те” 
有 z= we ? 
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X [ао аг | ae] À, x 
ar Ob ат ён дк 
W 
_ |l 0 L 22 e= 
= (152-2120) , 
z 
ш 二 ase Я w х 
= 2] д? Эт U aan ar T 
Fw Мм ү 8ш до => Y 
ён ағ dh дє 
y 
м Je 0 
-二 a |°? 
i 图 20 
2 
дхду 24 адн? ду dd ду 
Fw ды | Әд Əu]| _„ 
ж ду T po? ду, + 
1 | gw Xu s 
ж +» —°? 
= L| Že 20| >» – 1 2 ч — 
417 as 2\а. ml 
代入 已 知 方程 得 
Оте Эётр 


119 9 и=и(х,у),о=0(с,у) RA ИАН, {ЕЖЕ 
В r=rcosp, y=rsing, HEHH 


& _ A 3 __ læ 
dr ду а ғ 

з Фр 
м _ 9 д _ _ іа 
y ar Ф ræ 


证 ”由 题 意 


и = u#(rcosp,rsing), т = wə(rcosp,rsing@) 
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= EOP + a ln 


一 Me rsing) + M cosg 
ar Фу 
(1) 
oU 


av . 
== 2208 + a PP 


. o) 
—(— rsin) + gy OSP 


T Ple pr gE yr 


<H р =--® Tei AADF 





— 90 віп + X сов | 


ди. | ди. ck: | 
—cosg + уЗ? — | ЗП? + gy СОЗ? 


cosg + Е 十 = sing = () 
ао 


Ë 
i а inp = 
Әм ах!” Р = 


do с 

>. 十 о | cosp + 
H + соѕф, sinp HEX., WA 
chi du дм сЕ’ 


—— яш  —"n-Ə "'-E°: — — —Əə-'°.F.... 


ж ду ð o dr 
例 20 i A ABC 的 外 接 图 半 程 为 一 定 值 , HLA, ZB, ZC 


da dp + de 
cossi cos B coso 


证 如 图 21, 设 入 ABC EHER Eq р К, ACA О, MH 

















g 


Т 
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ZzZA= ZD (MAERA НН) 


= sinA = sinD = 


= _ а 
BD 2R 
a = 2Rstn A 
E b — ?RsinB, c = 2RsinC 
因此 da = 2RcosAdA 
dp = 2RcosBdEB, ас 一 2RcosC'dC 


da dë + de 
cos cos” ` cosC 图 21 


= 2R(dA + dB + dC) 
= 2Rd(4 + B+C) 
= 2Rdx = 0 
例 21 ЛАВСАН 5, ZA, LB, ZC 所 对 芍 边 长 分 
ЖИ} a, b, с, a AER, b, c 的 被 小 改变 量 为 A5,， Ac. ZA BÉ 
微小 改变 贡 为 A4， 证 明 

















12 — а? — ё Б — с? — ай, 
АА == 15 п Ab 十 7—2 A 
. ea 
uE СОБА = — „p т 
两 边 取 全 微分 得 
hO Fp? 2 _ р 
— sinådA = > юзо бё е аз, + 
1 2c "c — ө е ау, 
дф с? e 
B ] с — В? — а? Ё? — с? — а? 
da= 2bcsin А ё dó + ~p dc 
x y 一 > 5сзїпА, Ab = db, Ac = dc 
И = Let 5° — g? — п? 
故 samda = | — a H ад.) 


22 试 证 ; Ў Sr, yp EKR Caa (уБ)? 内 为 
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“EB 2 5 


Зу 

证 БЕ TZ fir, ypc, 由 显然 
of _ af _, 
AX dy 


apa g- “=o, 由 泰勒 公式 得 


fúz,y)= J(a,b) + Fa 十 BR 十 #&)А + fca + Ph,b + PR) 
= f(a.b) 
Сф А да, уБ, А24 kt, OLILE fr,y) 为 定 值 . 
例 23 BAM Cry o AEN Ф. Н. /С0,0,0)<1, 
当 xz 十 十 zss9 时 ,|gradf 了 | 所 1, 证 明 在 球体 x 十 y 十 x 所 9 Е. 
| Cr y, z) SA. 
证 由 泰勒 公式 
f(xzm,y,z)= f(0,0,0) + FE WOT Ў, (6,9. р)у + f. (3,79. б) 
== 1 + grad / (8,7,0) + {ху,у,®} 
其 中 上 7, o 分别 在 0 与 ,0 与 y3，0 与 zz 之 人 间 ， 帮 有 
|f(z,y,z)|= 1 + [gradf(S,7,6) + ав ун) 
= 1 + [grad if, g oD || izy} 
< 1 + ма + x° + =° = 4 
f 24 设 fox, ), все) КРАЯ, H HS K 
u(z,y) = Jr + 5y) + gilr — 5y) 
ке = ім? Е 
и,(х,.0) = © 
Ж (к), к\к} ulr, pH RIER. 
Ж 0) = FO) + g(2z) = singe 
#,\т,у) = 57 (25 + 5з) — 5g'(2z 一 5y) 
ui (r,0) = SF (2z) — 5g' (r) = 0 
H = #1 22 得 
Р бх) — р(х) = 0 (1) 
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fer) + gir) = sme (2) 


(2) 两 边 对 z 求 导 得 
Р(х) + g' (z) = созл (3) 


由 (1). (3) 得 


f'ix)= cos 
fez)= Z sinz +C 
рх) == smr 一 ftiry = -sin — C 


alr y) = > sin (2х + Бу) + —sin(2= 一 Бу) 


= syin2Trcosb5 y 
例 35 дЫ. TAAR = fír у) az+ by(ab= 0) РАЗ 
Ә= dz 
的 充 要 条 件 为 вә =а 3y' 
证 必要 性 # r=garthy). M 


c ду 
=> Ф: 
| E _ y 
出 б | z дү 


н = ar -{ фу, 1 = х 


出 x mi ch la) ЛЕ Eš H, È ЖЫ ДУ, +, у 的 复合 图 多， 
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H F 250. Н 20, = Нн Кра, = 只 是 ar 十 ay 的 


Ж. 
例 26 RAR f(z,y) 满 足 
fr,y) GFR) Aay) , Əf(z,y) 


dray AT Фу 
ВЕНН. Сх, у) = фл) (у). 
证 由 己 知 方程 得 


fim y) __ f; (ж,у) 
Tiiz, y) /Сж,у) 


积分 得 а [С.у | = In|/(z,y)| + @ (z) 
， Gain 是 任意 呆 导 函数 ) 
Ў (хоу) =+ e” (е, у) 


Р(х,у) ЕЕ фут} der . 
РО, уу е са) 
积分 得 а |, у) | = [ест + ó, Cy) 


(@ (y) JE ITS. HJ Sh aq $t) 
f(zr,y) = + е !їт өү су) pr у) 


а 


Я рл) = Беј, иу) еб", 
27 设 Ar),gtz) 为 连续 可 币 师 数 ， 日 
w = yf(Ty)dzr + zg(ry)dy 
(1) EA u, 使 得 dy 一 w, Ж /一 gy; 
(2) Æ FD =d rd, Wu, 使 得 duw. 
解 《〈1)》 由 题 设 可 知 А. ш 


Ххрбту)) _ Kyfiry)) 
От x Әу 
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ДІ (ту) + хуя Ску) = Ё (ху) + ху] (ху) 


记 s= лу, 48 

ХОР (6) — р' (s)) = — (С (5) — (52) 

а — ш) _ _ ds 

f —zg s 

| Z — gj = – А1 + С, 

得 f (s) — g(s) = e (C Ж {Ж o XW) 
(2) 当 (а) = (х), HUOC1)BJ2ZS P 
g(s)= g (s) 一 e 
w= yg (ry)dz + z| g (zy) 一 ау 
ху 


= yg (ху)х + zg (ху)ау 一 Edy 


= dery) + d(— Сп |у[) 
= @(ф(жу) — Cin |y | 2 
и = 9 ху) —Сіп|у Со (C.C 是 任意 常数 ) 


例 28 it В Ж u = cos? (zy) + 2, AA L а W #8 


1 1 
[з 2* 在 平面 < 十 yz 一 5 上 的 投影 ， АЕРЫ u ЛЕ 
y—Z#z+ 4= 0 
P(0,0,1)23 MZ L BJ ej 5-С (MB SE LES = НОЕ [E] Ж А АРЕ ffl 
的 方向 为 工 的 方向 )， 
解 ” 过 已 知 直 线 的 平面 束 方 程 为 
20 — ïg — 6 + А(у — 2z= + 4) = 0 
Вр 2r + Ау + (— 2А — 3)= + АА — 6 = 0 
4 Ej LL АЗЕ А.Е, 8 
2,4, — 2А — 3j. (1,1, — 1) = Ü 
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解 得 4= 一 已 , 故 得 平面 


5 _ 5\2], — 9 g= 
2z y+ |[— 21 5 | 3|= + 4 5 6 = 0 
ЙП Br — бу + z — 38 = 0 
бл — 5у + z — 38 = 0 
L: 
тч k ss. 
L B) JH ЫДЫ: фс 
з= (6, — 5,11 x {1,1,— 1} = {4,7,11} 
1 
= 一 一 一 4 人 4 7, 1 1) 
~ 186 
= = 2сов(лу)(— sin(zy))> + y 
d _ | Є 1 
ду — 9cost лу) (— 5шблу))хл + -i 
и _ _ 2y 
k z 
在 点 P(0,0,1) 
Hi Ati Ati 
э 9" yl: а Ü 
WIRA In] Sp $E N 
d _ o 7 
aL 出 86 


例 29 设 Plz;y;z}) 为 曲面 SS 上 一 点 ;rn 为 S 在 点 PP 处 的 法 
m], 点 Alabo НЕЕ S E), ЛЕ 
r = s (z — a) + (y — Ру + (> — су 
在 点 РА n PIB] BJ r n] КЕТТ n 与 PA 夹 角 余弦 的 相反 数 ， 
RH 
ч = — сов(п,РА) 


证 Ё 5‹Р\хж,у,®)==0, ШЕР, F: Y E S УЕН. ЕН 
" 150 。 


na АЁ Рн) (al = 1) 
(FOE + (Е) + СЕ, ° 


Жо zora 2@_ YH 中 一 三 一 上 

















ar |! ду r ” ¿k r 
АЕ + СЕ)? + (F. У? 
МЕА СЕ + (Еу 
z — € F; 
"АЙЕ? +L ELY + (Fl 
E — у—ф— с 
一 m + r 3 > 
=} JF -n 
r 
o п. PA O R РА 1 | 
而 cos, PA == | PAL |]. = АЁ H 
dr — >» 
> 一 一 cosia, PA) 


例 30 СШ КП artiy tert =] К ЕН (а, B HERH 
平面 ， 再 过 原点 作 切 平面 的 垂 线 ， 求 垂 足 的 轨迹 方程 ， 
解 ” 由 于 切 平面 方程 一 定 不 过 原点 ， 故 设 切 平面 方程 为 


іх -+ ту + nz = 1 (1) 
则 由 原 总 问 该 平面 所 作 垂 线 方程 为 
p-z-5 а 


Wa A: (1). (2)ËJ a (r, y z EDS E E, Т 85832 Z, Mis Fi 设 平 
Ea) УМЕЕТ JI F Сл», yo1:xo)， 则 精 球 面 在 该 点 的 法 向 其 为 


{axzorbyoyczo}， 因 此 有 
+ ]51 * 


2 2 2 
AXo Бур zy алт + bye + Ezo 





I = n C leo l mys taz — | 
А і I 7 、 
f ола”, Уо pt Z° a? {EA ERE Л Pa TS 
А 2 т | ° m) 
а| 二 十 中 于 | +e] =1 
jj п? 
HI -+t t 1 


М 6 ША Со, 8.709 
la + mPË + пу == | 
邻 (2) 式 等 十 上， 得 


{ == и 一 一 
FF 


将 (057 分别 代入 (4137 47 得 





а= Ба +75 = | 
消去 上 得 
r° + у + z° = ax + ду + Y> 
+ 2 › 2 
t y = __ КЄ: 
ata К = (ат + By + Yz) 
ДЕП E НТ r Р. 
例 31 К 


ема у 一 2zx 一 4y 十 9 十 Vr? 十 y' 一 6z 十 ?2y 十 11 
的 最 小 值 . 
# 由 于 
Ea Plesy OS A(1,2,2) 的 距 病 ， 
- 152» 


м 4 2 — 6z + ру + E — 3° + (y + 1° + 1” 


是 点 Plxyy;0) 与 B(3, —1,—1) HHE P 

离 , hT А,В 分 别 位 于 xOy 面 上 方 与 下 

Jr, AP Ery 面 上 , 因此 当 P 位 于 线 <. 

段 AB 上 时 z 取得 最 小 值 ， 且 4 5 
= |AB| = 4/22 图 22 


@ 32 i flr, EEM Е tty 
<1 ЕНА ЈР, |/(z,y)]= 1, 求证 在 单位 圆 内 
ТЛЕ á (r y ËË 


[| 
®т 


证 $ g(zr,y)= f(z,y)+-2(z°+ у?) 
则 在 单位 圆 у= 1 EH T |f (z,x)|=<1, 9 g(z,yy>1, H 
EDSEL, Kk g (z у) a + у 1 РІН ЛУИ СЛ ЕН). 令 
(Zo, yo E glr у) ҖЕ (ЖЇРДЇК v a. MU 


3f (Zo yo) _ др(хо, у) 加 
Өг ш Rr T 4% =— 4л» 
Af Co s Уо) dg Ú Xa Yo) 
M torvo _ SE ATO 7 _ 4 r = — Ay 
dy Jy И у 
2 Саза) |. шу ЕЕ 2 ? 
|270.) 十 Эу | = 16б + x") = 16 


例 33 设 了 f(z) 在 [1, 十 co) 上 有 连续 的 二 阶 导 数 ， 7 0 一 9， 
了 (1)=1. А2608 == (22у) са? у Е: 
求 Fz 在 [1 ,十 ceo) 上 的 最 大 值 . 

Й 1йл=-/лх'-„у*, M] z= Fot). 


Ф ох 由 А 
Эл ж az (2rf (2) 十 2=šf' (уу) = 


= 2000) + г (Уу) 





28-95 


. [93 = 


= SUGD + rr)) + 2=z(2rPf' (2 十 


2r fi (т?) + 2r fr )) = 
= Ffir + 2" PrE + Ar) + Ал r") 





[3] Ж 2 一 2Fr + Р (z2) (z + 452) ду РСН?) 


IRA EHA 79 
r FGP 3° G + РС) = 0 
记 =ҥ, u= (и), MA 








2 
w+ 3842 9 0 ( 欧 拉 方程 ) 
令 ш=е', M 
do lde, de L|de del 
м u z ` u? yê дг? dr 
方程 化 成 
1 dy 
dz? 2 d: + т — 
解 得 Си) = y = Ce“ — Cte — > 十 салш 


由 /<(1y=0, f'(1)=1, #C,=0, G=, W 
fap = — fir) = 185 
ч € 


—] 
l nz_o, ee 


令 F (z) 一 了 
ае BF, f'(z)2>0; ж>е BF, ['(х)<20, W f(ey=1/e 为 f(z) 在 
[1 ,十 ce? 上 的 最 大 值 . 
В] за HER a 分 成 三 正 数 z, y, z ZM, 并 使 f(zr,y,z)= 
теу? АВА, HH m. п, р ЯД IFE $x. 
E — F=mlnr+nlnyt plnz+-À (z+ уа) 
154 ° 


13 


т 一 一 


— m _ ва, ра ___ 
тпр? m+ n фф’ тп + Р 


H ЕЙ ДЖ FI Pr NIB, ИШЕН] Fiy OPIRA H. 
Й! 35 б xis Ту, "+ r, 是 nr 个 非 俩 数 ， ПЕ ЕЯ 


| 2712759025, <= 二 (Ci 十 Ta + “+ + x=, } 


证 TZ Ла.) = rima" En 
其 中 mz t 十 区 а 
“> F = түл, + AGC, + z, + = + x, — a) 
Fi = хает, + À = 0 


Б! = mper + A= 0 


жр + zs + v -F x=, = a 


解 得 Xl 二 XX 二 "一 一 全 ' 由 于 РС! Хоф" £ HET (н) A Ж И. 


域 11220, ty x,- 20, ау жаа 上 连续 ， ЮУ AMA, М. 
由 于 在 区 域 边 界 上 f=0, W 


2 | ; В дуло, =š 


F 











a 
гі 


Утул En = ы (л + xz; 十 + £a) 
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例 36 试 求 一 个 三 角形 ， 使 其 二 个 顶 角 的 正弦 的 积 为 最 大 ， 
解 ” 设 三 个 顶 角 分 别 为 zx， ys rry. 
т = sinzsinysin(x — r — у) = sinzsinysinir + у) 


其 中 z2>0, y>0, хуя. F 


— = coszslnysin(.> + y) + sinrsinycos(z + у) = 0 


— = sinrcosysinir + y) + sinz=sinycos(= + у) = 0 


. sinysint27xr + у) = Ü 
但 sin=sin(=z + 2y) = 0 
H T sinz=Z0, sinyzZ:0, W 
sin(2= Ó+ у) = 0,sinçz + 2y) = 0 
又 由 于 0<2r 十 y< 2 
0 < > + 2y = 2т 


hy 2х у= тп, x+ 2y= x= 


得 z 一 ?一 了 


如 图 23， 在 区 域 D, r20, у2:0, ++ y 
sr Er ARAE, УЖ 3839 PL SE E: 图 23 
E, z=0, 8604 8 





С) Y 





. т 
ka si — 


` 353 
中 > 


故 当 三 角形 为 等 边 三 角形 时 ， 其 三 个 项 角 的 正弦 积 最 大 . 
例 37 设 玉 = 一 simaslinpslin OoOO 


s1nasln 有 十 Sinpsiny 十 sinysina 


y<= | ,试问 a,8,7 中 哪 一 个 的 变动 对 R 影响 最 天 ? 








Оа aB 








两 边 取 全 微分 
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1 _ сова | оз, o cos? jy 
o рК С sinfga da — Sini da siny 
rost dy 
dR = R° 2да + coska 48 十、 
5 sin" 
a Rope ӘК _ conp 2 COSY 
Mr sina’ 98 sinp g 8117 


H F оа у tt 
сой ~ asg > cos ~ 0 








sine inĝ sin“? 
ӘК ӘК aR 
Е => — 28 > — 3 > Ü 
因此 a 的 变动 对 只 影响 最 大 . 
例 38 1 Ох, ж —B E SE 50, r= z+ у, 试 证， Ёт 


lim | T Yyy A =1, M| fizy) Bz | IE. 


证 由 题 设 ， 3 a>, ЭЩ кта HT, 


TETTEST 


£ >= rcosB, y==sin?0, e= (созӣ, зіп), MA 
аѓ аў af 
~% 2760 asg -- узіп 
_ | A af 
= |= + y y Dy = 0 


如 图 24, 2 M. Ж r=a 上 的 
Ao LEHO, M. 的 射线 ， 则 
当 MEL, B ОМЪОМ, 时 ,有 
FUD > (М). ELE, 35 +> 
а, /(х,у){Е 天 十 天 一 人 上 到 
得 最 小 值 . X fier, у) {ЕҢ Ж 
ИІ в = уа 上 有 最 小 图 24 
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值 ， 则 该 最 小 值 也 是 /\х.у)›ТЕ2 РШ , О р 
КЛМ. 

例 39 图 25 ж Н ГЩ. 
н ВНЕ O л, 4629 z ВЫД 


ВСЧ ЖЗЛ АВ. СР 所 组 成 , 18 
断面 户 长 是 固定 的 ， 问 当 68 为 多 太 时 权 
断面 的 面积 为 最 大 ? 
解 ”由 题 设 ， 懂 断面 的 面积 为 图 25 
S= Sa + 2 XxX Sanos 





— Sz? (26) + 2 >< -; (esing) (zeosg) 
= =: (8 + вїп#сов@) 
情 的 横断 面 的 局 长 为 
BC + 2AB= 2z8 + 2хсовЁ 


= 2xz(? + cosd) = C (C Ж) 
全 F = х*Җ@ + зїпбсовё) + À[2z (8 + cosh) — С] 


F, = 2х(@ + sinBcos0) + 2À(8 + cos0) = 0 (1) 

Fa = {1 + cos28 — sinh) + 2Ах(1 一 singy = 0 (2) 

2250 + соб) = C (3) 
H(1).(2)48 


=(8 + sin@cos#) = — A + соа@у 
х1 — #80) =— Al 一 sing 
两 式 相 除 得 


0 + sintcosyg Q- cosg 
1 — sinf 1 — sing 


(1 — sin (sind + cos) = 0 
H F Asing t cosd | oxe] ‚ {9 
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] — sinf = 0, = = 


由 问题 的 实际 意义 ，S Fir КЇН. М 0= > 时 S 取得 最 大 值 


例 40 Я 522—1 上 引 一 条 距离 原点 最 远 的 法 线 , 
W£ x z>0, y20O 时 ， 椭 加 方程 对 x= 求 导 得 


过 点 (zy) 的 法 线 方 各 为 
Y — у= УХ — ж) 


Б? 
原点 到 该 直线 的 距离 的 平方 为 
2 ' 2 
, y] (a: — В) а?у? 
4 а?у 2 — + ё* z 
2 
(а? — bt 2 
= 2 3 
z 
$ u= у, u= ,fl sn) =; pa Lat THER Е au = 10(ug&Ë 2 
O FR fmn pR KEE. 5 
F= + g T Ки + o — 1) 
_ a “u° 
F, = G + amy А 9 
Бен 
Ë (bu + atv)" +А= 0 





BR = о 二 由 实际 问题 , d 确 有 最 大 值 , W УЫ 
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Fk. BEH 
ав 
Ta Fb’? “atb 





H 


rrm 


a? b° 
时 422 取得 最 大 值 . 利 崩 对 称 性 , 距离 原点 最 还 的 法 线 有 出 条 , 其 


方程 分 别 汶 
‚ү 











Dš o a 
yy Ni iptN,s 
fl a 
YiNatb ЕМ» rad 


例 41 RUHE RHK E., АЈ 


а, b, c, d, {ARTIA E RRR? 
解 ЕЧ 26. 19а, 8. У, 0, РАЛЕ У 


一 工 apsinB 十 Z edsin? 


2 
其 中 8， YERI 
а? + Ё — Хађфсоѕр = ct + а? — 2cdeosY 

















图 26 


У F = absinñB + сайзїп? + Ala? + >° — ?арсоѕ 8 — 
с? — Ф + ?сӣсоз?) 
F; = арсоѕ 8 + 2?abAsin8 = 0 []) 
| = cdceosY 一 2cdÀsin7 = 0 (2) 
а? + b — 2abcos В = c° + а 2cdcosy (3) 


H (1), (2) tgf= —tgZ 
В= к-У 或 8 二 一 XY( 会 去 ) 
i B + Y = w 
HPN IR Aa а + Ë = m 
由 实际 问题 ,4 ЭН Se X IE , ИИ 24 ОЧ JE BJ PS SB АЎ f < SI 8 29 


* 160» 


x 时 4 最 大 ， 即 当 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 时 其 面积 最 大 . 
Ф] 42 RERE + 号 二 +s] 与 平面 ix 十 my 十 nz 一 0 相交 


所 得 椭圆 的 面积 . 
解 ” 由 二 平面 过 原点 ， 故 椭圆 中 心 在 原点 ， 因 此 椭圆 上 的 志 
到 原点 距离 的 最 大 值 与 最 小 值 为 椭圆 的 两 个 半 轴 的 长 . 设 
(mor AWALE A, ТЕЕ 
= ++; 1 ‚ lt 二 my 二 nz 二 省 
F ok d = x° pate 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 设 


š 2 2 
F= + >° + z° + À “= Ну +S 1 + elix + my + nz) 


; 2А 
F, = 2z + z t M = Q (1) 
`t 2А 
F, = 2y + ту + ит = (2) 
; À 
Е = 22 + e+ pn = (3) 
т? 2 2 
іт + ту + пе = 0 (5) 
В (1) (2) у (3) 得 
261° + у +22) + zal £ +X + 5 + elir + my + nz) = 0 
#| 4), (5538 
21° + oA = 0, А = Ф 
fü A 1), (2), (38848 
—_ ѓа? тб? пс? 
+ оба а) Y Mop a = Роз — 45 


代入 (5) 得 
* 161 。 


Pa rb’ pe 
lp yg + кирг = © 











H 
| (Pa? 十 mib 十 ndd — (абзы! + Гас? + mah + 
2e2 十 piatt 十 nbd + (Ë + m° + on ab с? = 0 
rH i, ие ЖЕРИНЕН ат 与 有， 因此 椭 图 的 面积 为 
A = tedd, 
利用 韦 达 定理 可 得 


didi = m А ија TE EE 
—— 
- и 
143 设 入 4BC 的 三 个 顶点 A, B, C 2 B| Е #ë 
Гл: Ржу) = 0. Loaig(r,y)=0, Li (хоу) = 0 E, WE: # 
/МАВС BJ BIP ik ЕТА ЖЇН. MARE А. В, C 处 的 法 线 都 与 三 角 
ЖЕ ЯЛ р. 
证 t Абт,, у), Вт», у), C(zi, ys), W L ÆA A Mk, L; 
在 点 B 3k, L, ФЕ С 处 的 切线 斜率 分 别 为 





пи J, (ay 31) & = _ Ебу) , _ Абаз уз) 
Í, Creo у) g(x ya) i A EEs ya) 
ЇЙ} Ё лд 一 22 — y йн -一 523, ад = э 
Жо — h +; — =, +T — +f 


МАВС 的 面积 为 s= | 中， 其 中 


| ] 1 
p= |X Ж» Ду 
Yr Yı Уз 
= жуу; 十 Жуз + Жау, 一 Жуз 一 жуу 一 ЖУУ; 
H TEx) S0, gltzsy)=0, АС, уз) = 0 
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1 1 1 








F= |z, x z| + Абау.) + ЕСУ) + Gh(ms,yas) 
У У Xs 
Fi = уз — уз + А. Сау.) = 0 
Е. = уз — у Ñ+ РЕ: Саз уг) = 0 


Б. = У — у + ай. £z y) = 0 
ЕК, = z; 一 zx, + АЎ, (mi, 51) == 0 
Еу = z, — z, 十 ишублу,у;) = 0 
Fy = z: — mz, + Fh Слз ys) = 0 
TI = О, Ско У) = О, АСЗ, y) = 0 
解 得 
A Er) _ Уз — Уз 


(zy TaS 2 Ey, 23 
加 BL UZ i, ys) — Уз — Xi 
A CZY} 209 — Xx 
Hl] k = ks, Ё kacs b= лв. AIH S 达到 最 大 值 时 , BREA, 
В. СШ ЕАН В. 
0] 44 Н ТИССА ЕК, 它 的 表面 形状 昆 由 长 尘 轴 
为 6, 短 半 轴 为 3 HEAR HRA E EP ANER. 在 无 所 
的 细 十 天， 将 该 球 放 在 室外 草坪 上 ， 使 长 连 在 水 平 位 置 ， 求 雨水 
从 权 球面 上 流下 的 路 线 方 程 ， 
解 ” 出 题 设 ， 梯 球面 方程 为 ( 取 y HAER 


NE 
由 于 雨水 会 沿 着 > 下降 最 快 的 方向 向 下 流 ， 此 方向 就 是 使 
的 方向 导数 取得 最 大 值 的 方向 ， 即 是 


ктай = ESA 
ar ду 
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设 再 水 流下 的 曲线 为 工 , L f: rOy 面 上 的 投影 曲线 的 方程 为 
了 == 0 
则 ТЕТЫ (ах,ау} A5 grade FFF, 8 





dz dy 
ж а 
Әх ду 
HESREM REMA 
27 25у к, _ 
о d + s dy + 9 dz = 0 
于 
dg sda 202 
Z o = Ф__ у 
йт z dy 44 
因此 有 iz. _ бу 
_ Ж __ x 
х 42 
dz 445 
т y 


解 得 r=Cy (С п] ЊУ АН РЕВЕ E y. EEA RR 
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第 五 章 多 元 函数 积分 学 


一 、 内 容 要 后 


ERARE ENN, ZENA, WERE. ЕЯ АЈ 
КАЖ, иш. ЯЛАН. 


第 二 类 时 线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 的 一 些 补充 性 质 ， 
若 在 曲线 C E, max vX +Y =M, 8 C PJC Д, W 


| Хах + Ydy = | IXY) + {йл,йу) 
с С 


< |. Х.У) 142,4} = | VX < ML 


石 在 曲面 3$ 上 ,max  X24-Y24 Z2 = М, Н 5 的 面积 为 A, 
Mil 


{| Ха 十 ydzdz + Zdzdy = | 了 ,2 .dS 
£ 


< || (X,Y,Z)||ds 1 = | T YE 7245 < MA 

如 图 27, ЖЕЗ ЖЕ АЫ Р 上 X. 

Y 及 其 偏 导数 连续 , н 2-2, 则 对 任 
意 不 围绕 D. HARR С, РЫ 
$ хаг + Ydy = 0 


Ё. С.С. EAF D ARAH AE 
AJARA ARAR, WJ CAC 
А5 D BF, 9 
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[Хат + Ydy = | Xdr + Ydy 
С, С, EMT D AREH D, 的 任意 两 条 团 曲 线 ， 则 
中 Xdr + Ydy— ф Хат + Ydy 
若 在 宝 间 单 连 通 区 域 了 A, X, Y, Z 及 其 偏 导 数 连 续 ， 则 在 
V 内 下 面 四 个 结论 等 价 ， 


O) | Xdx + Ydy + Zdz 与 路 径 无 关 ， 


ду k? k ах! à Әу! 
(3) AHER P h 2 ф хах + Ydy + Zdz = 0; 


(4) Xdr+Ydy+Zdz 是 全 微分 ， 
例题 选 讲 
її R lim k) Gn 18% + 589 
解 将 0<z<s1l 等 分 , Оу яп}, Want, 
Ау» D: KIK], KIKI 被 分 成 w: 个 小 区 域 , 每 个 小 区 域 
的 面积 都 是 a=b, СЕ, р) Z,A], Д 


lim n 15) > (5m* 一 18m2b2 + БА) 


m=] k~ 





m | ° 
fi 











О, | 
| +5 
оя, 
一 = lim D У (26 一 18529 + 5) Аа 

T m= 1 Р=]1 


= || a — 18zYy + 5yt')dzdy = 0 
Г) 
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з i J(z) 一 sin Í sin| [sinde] dy ‚ Ж Л (хт). 


Ш (Е) = cos [sinl [ааг |а віц 7 
例 3 设 jx) 在 [0,1J 上 可 积 ， 证 明 
|| е 190 d уду > т 





z 


oszt | y sl 
Ë 
证 由 于 =l Hrt lH 
有 е^! ^з > 1 十 f (x=) -— Су} 
еду > JJ (1 + fr) — fOyyydrdy 
баа + y2=1 oeta a] 
= x + || f lr}drdy 一 | J (y)drdy = п 
= 2 уйл бу” Ьу 


十 ao Уә _ a 
| miníz,y)e “ '??Чйтйу 


mu ыу Ú шш 


一 |a ddy + 
Г) 





Ё -PAA тау 
Р» Ё 28 
T == АЧ 


+= y 
=2| dy| ze O dr 


T+ _ ә 1 Реа o з 
=- [Teray [е К» сузу ——\/® 
| „е ay М? 1-= ú 2 
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例 5 求 抛 物 面 z=1 十 x 十 y AAUP, EEA 
物 面 及 圆柱 面 (x 一 1 六 十 y= 二 1 围 成 的 体积 最 小 ， 试 写 出 切 平面 方 


EJER ii a ER. 
Ў 设 Mokzroyyoyzny 是 抛物 面 上 人 尾 一 点 ， 孩 扣 处 的 切 平 面 方 





程 为 
Za r — 20) + Yat у — Yo? — = — жа) = $ 
(z, = 1 + zi + у) 
ЫП z = 2507 + 2yay + ] — ж — у 
ig D, (ж Dita = |] 
у= | CQ + 22 + 5) — (Олот + yy 1 — 
г 
то 一 у) ахау 
= kS F y? — 2zoz -- 2yay + xŠ + уй)йлйу 
D 
T Ti Da 
一 ?| 46|, (Ø 一 2лорсо»ӣ — 2 уурѕіпд) оар 十 
(+š 十 yin 
== r -— raon + (ту + зул 
А 
дт =~- Zx + 271 = () 
由 9 
s 
дуд = уо = Ч 


得 z a= 1, уо== 0. 由 问题 的 实际 意义 ， V RAJHA, w Яр = 
1. уо 0 HJ V 最 小 ， ЖЕ HEK 7) # 11 
24r — ]) — (z — 2) = 0 
ЕП 2л — > = () 
且 最 小 体积 为 了 = S. 
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m 6 ЖГ хус, д'—у'=:Ел°*, ry= Кё? Әј 
面 = 0 围 成 区 域 的 体积 (其 中 a,b,c 为 正 实数 ). 

解 “区域 为 曲 顶 桩 体 , 顶部 函数 为 < 一 三 二 记 , 底 面 图 形 在 第 
一 象限 鸭 部 分 D 如 图 29， 由 对 称 性 








ч x= л} ë 
ш а 4 трай 
一 5 40|. ар + 559) * pdp 
ü 
46 + 2 21а 
= а апда + db овда 
А С 


由 于 在 Ia 处 两 曲线 相交 ， 义 r yz= a" 与 ry= b: Е ХА Е 
程 分 别 为 








= ё 
C 


dë 





dD са Le 
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а p VBE 
~f cos 20. x singg 


a x 26 


ЁН 
` cosza ` site 
2ф 


tanea = == 
a 











н у 428, 4и а) дат 
с а? c oF e 
бїт ББ DEO, a] ЕЕ, 证 明 


2 ааа | ғау = саз) 





证 2| Fade fody 


= [7 (z)dz| оа + ааа fay 
CEARR) 

— | Adr] ау 十 | ooy Fida 
¿H zy TPE у, гә 

= Ја fody 十 | Gaz [ғау 


= | def fody = | [fede] 
例 8 设 f(z) 为 连续 偶 函 数 ， 试 证 明 
zŠ 一 yddrdy = 2| Ca 一 иу uddu 
Г» 


|ж|& а 
p. | | 
其 中 ря (a0) 


HE |z ==- y)d:rd y 
D 
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_ | dz| fiz — ydy 


н = ү — g 工 十 点 
一 一 一 | а [саи 


心 u-t 
ARRAT [садаи | az + 
— 2а — ü 


[адаи ах 


= | fod + 2а)4и + 


С = — u) 


za 
| fa (За — uydu 





图 30 


д 
— |, РС (2а — юй + 


Zur Du 
| f(a)(2a — шаи 一 ?| Oa — u) f (иди 


Мо BH у'(т)—<—агсїгап(х— 1): Ж y(0)=0, KI = 
[s dz. 


] 1 т 
解 I = | ydr 一 | dz| yde 

ü т} 0 
1 = 

一 | daf arctantr — 1)2dz 
ü D 
1 m 

= faf arctan (ғ 一 ] dz 
0 í 


1 
一 一 fa — ljarctan(# — 1)dr 





Fe= 00—10 рг 
— ——_ >| arctanudu 
2 Jo 
1 1 
一 uarctana 一 > А r оаа 
_ 1 
g 4182 


. 7l» 





求 і 1 д? — т“ 
ъ = — u т" 





l 5 
а At = | sin| ln — laa] zd у 
Ё І 1 
= dy] sin| Іп T Xx 





x+ г + 
| dyf е t Ir lu 
a ü 
"waka au ( ) ! =, 
= | ——t + l)sina — COSH 
ETET ‚ %У 


= | a s ay = arctan(] -+ $} — arctan{] + а} 
mir D: #+y al, WERTER 


51 л = jlsin ver 二 xy" > 'drdy = = 
D 
证 I= f[sin G E ydrdy 


D 
x | 
一 | dg| sinp - odo 一 2r| ssinp'dre 
0 G Т 
I! 353 345 
= af'ol p — 097 + ЧО" jd 
D 1 3! >! 


әд (0 È ° + ою -|dp 
ол. 3! 5] 


РЕЗЕ Е, AREA 
|, 0 一 二 oo do = Í = 27 pidp 





由 于 2 | 1 _1 "Jd _ 51 
AE C 3! Р 165 
1 
2x| odp = Fii 
61 2 
А 1657 1 < ұт 
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例 12 函数 f(z) 在 (一 co; 十 co} 上 连续 且 恒 为 正 , 对 一 切记 
ЕС “i-l е ду 1, ШЕН — 0] a У blach) 





s b 
| J (z )dr = 
证 SFO = [е fda ， 则 F(z) 是 连续 函数 ， 
[Fod = [aef efed 
Ё Ё 
— | frydz| emiel dy 
Б => г] 
_ | || ed + | ede | 


Ё 
一 | fixr — e7 — eydar 


由 于 FOLK] e fades] 
WA | Fedt = P — а 
В 


E Ё 
2f Jf (zyd>r 一 [e fada — | er "ftr)dr < b — а 
b 1 1 * а—х 
| f(x)dr SÇ > (Ó — a) + |7696 а= + 
; |e fez)dz 


= Іс ау 4 НК ~ |4 — 1 Ferydr + Lfe Tlel f(z)dx 


д 
= Lb — a) + +F(a) + ғ) 
de 1 1 ó —a 

=< > 66 aD +y ti = 2 +1 


|13 i D: 0=+r=2, (Aya. 
+ 173. 


(1) Ж B = f| lzy = 1ldrdy 3 
(2) rany ED E £ 5, Н | Aeroydzay = 0, 
D 


1 
fes удха 21, RE: сё рЄр, EIEPI>E 
Г 


证 ”如 图 31. 
B= a — ry)drdy + 


| су 一 |)атЧу 
L) 


z 





7 2 
= | dz| (1 — ry)dy + 


Ф 


| [а 一 zy)dy + 图 31 


І 
2 
z 2 
| dz], сэ — рау = < + 2ln2 
z 


(2) ЯЙ 
1 一 Jessy dedy 一 11228295 


р D 


— | ee — 1)f(r,y)dzd y 
Ё} 


< Е 1, ldrday ОГАН 8) 


D 


= |Р.) SIES — 1] |d=dy сф (2,7) Е D) 
Р 
= f$, mB 
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1 
V AED] T> 


例 14 说 函数 G, yE D: 0= 
х1. 0=y=1 БЖ, Ч (а, 
DED, B Da DEUD Ф. 1! 
含 于 也 内 且 和 省 边 与 也 的 边 平行 的 最 


大 正方 形 ， 若 总 有 || Feedzdy ; 


= 0, WEHE D F /()==0. 


О аЬ Рај ] x 
S HY Oa, b=z1, 说 
图 32 
Гба „Ьу = || fiz,y)dzdy 
apa. 
О ут, Ё 


不 妨 设 ab, WMA 32， 取 正方 形 Do, WR Н 
I(a,b) = Ка — b,b) + [| re, aza = Ж а — фур) 
D 


记 ai5a— b, bib, W 
iia, b) = Hab) 
如 此 下 去 得 
d(a,b) = LCa bi) = I(a,;,b;) = += = an б) 
其 中 当 aneb, В, danti =ar bas Dati b, 当 a,<5b, BJ, a,- =а,, 
bnti ==. an 因此 


lma, = 0, тб, = 0 


М СЕ: 


Га ,b) = limI(a,,b,) = 10,0) = | fGz,y)dzdy = 0 
ТУО, 


若 存 在 (ль „Уі ЄР, £ / Ст» ‚30250. A+ rz J (=o Уо) 2> O, Ш 
D’: с254, ауса, WED Б, f(z,yy2>0, W 


” ]75 * 


[Andad > 0 
>. 
9—8 
Пс, у)@тау = f(d, k) 一 
= 
(А.А) — iic, k) + IC h) = 0 
FA. ЕР L Са) 0. 
{115 设 通 数 rp EKR D, 图 33 











KaL, оът БАЯЖИНА, Н. | 57 <a, 在 
万 的 边界 上 rp tiA., AEH 
| fydda = P 
D 
证 设 1= [туа — Q — > drdy 
р 
HE (2.1) = 0,f(z,0) = 0(0 = т< 12 , =) 
/#(х,1) == 0, Ў26ж,0) = 0 
1 1 J4 
了 一 | za 一 z)dz| ya 一 у} 30 
1 1 a f 
— | za 一 adaf ya — oto (分 部 积分 ) 
= | za 一 zj| yQ — у) эг?ду , -| 1 一 2у) >> 24 jz 


оу = Dd 22 az (分 部 积分 ) 
= Га o|er- 52 = [28 2 5dy lar 
| 


= | za —ох}! / #(ж,1) + f2>(z,0) 一 | 2 74у |a: 


1 
= | za 一 了 
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1 7 
= | — 2z(1 — xdr ду 


| 


| 一 2dy| т(1— z) 2242 (分 部 积分 ) 


| 





l 
— J! Е — у! | . | а 一 22) fide |ду 


- ef [cze л |, = |,2/%= jav 


一 [| — 2742 |4у 


[|7049 
Ü 





$ 
| | лса: = т | | ауа — 2)(1 — у) агїзуї®° 
Р р 





а 
<+ |а — х) Çi -yi |2 de 
n 


< | ауа — z)(1 — yde 
D 


заа dz) = L 
= “|| ха +r)d= 一 25 


例 16 7,00) = | raya: ,六 (zy = | лед ‚э, РС) 
一 [лаа ‚ 2220, ЗЕ 


filz) = |. Жойс 00а 


(Ё 一 


ут) = J raya: = T [raya — dt 


119 Хуб) = = | Fr t) дг 
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则 Сх) = Па] — u) |а, 
(交换 积分 次 序 ) 
| N 7 上 一 
一 кесу! оаа G — ну “dt 


(£ 
| f вт 
一 证 二 mE u) da 
— l fr El 
— (k — mE t) dz 


m Hk. 
例 17 计算 用 zdv ,其 中 Vv н азу, ауа] i == 
0 所 围 成 的 区 域 . 
得 ,一 上 一 工 
E 区域 了 如 图 34. ao 12, 如 
35, У 在 rOy 面 上 投影 区 域 为 DD 十 D;:， 则 





IF 1 :一 下 
|| v = 中 za ›| de + I| zaza y| dz 
И D, ' Р, i 


+ 178" 


= [| sazay + [а — z уйлау 
р 


Р т 


ЕУ x ydy + | dz| zr(1 — z — ydy 
o Jo 0 











=я 

1 十 工 
-了 二 [zi ip {1—=\ 
= 212 ] += dr + $ ы Т> dr 
__ >, =° (1 — х) ir 
20% 1 + = 
10а — 3a + az — 4+ 4 | dz 
2% r+ 1 
= 22—48 


例 18 设 函 数 xz) 在 [0,1j 上 连续 ,证明 
[| reo fO fdzdydz = [| f aoa, | 
证 1 ФР) = [Роа 则 F'(w) 一 flu)， 于 是 
H frod] = FEE 一 FO = TFs) 
[| [ADF ғсдазауде 
= | Радаа FEO) — Fady 


一 [Adr] Есу)ак су) 一 [соса fody 


l l 
| re) > F?(y) KE — [РЕС СР) — F(z))d> 


] 
> | СРСР) ~ FDF dz 一 


1 1 
| ADEFE Oda + | ГОР? oda 


+ 179 = 


l 
2 


] 
F*¿1)F Cr) | 十 | F2(z)dF (z) — 
Ú ü 
1 
Ес) Е(хтУдЕЁСх) 
ü 
2 ` 1 1 3 
一 =F (IDLE (1) — F (0)) + > ° т (=) ， 


1 
2 

1 
FFEA) | | 
1 
2 


一 LP) + ea) — Trea -- TEO) 


ky | | [ADF сау = T [| roa] 


证 2 $ Glu} = [Foda] fody] fGodz — 


T | [roar] 


(六 中) = F| Роду | fdz 


刚 Ef Cada = рін,н) + |z: (xr ,tu )d> 
故 
Er (u) 一 Fa Рау Fdz 十 


(аа Fede az — 4| [ооч | re 
= = [ооа [оода — аг) | 


== Го) леда | саг — | F de| Саа — 





| [саг | (ERRARE) 
= по [Хой] f Gaz + | Fda Жог) — 


• 180 + 


[еа l 
— LOO [сае] Fdz — | 979 7 


= 0 
因此 GO 二 CC, LGM = 0, Ж Са) ==0 (Є [0,1 р. S u=, 9 


[| [reo reo салау — 十 [| raya, | 
例 19 求 极 限 


HCK] 


8: “> жа==1— уь, k=l, 2+ “ a Fla ЇЙ! 
n= f [feos] Z + xz Б + ) |4 dx,--.-d 
н р А = ү Жз Ca л» At 


= |1.) 
— [io fi | эро» + y, +e + у) dydy ду, 
| 


-J 


1 
cosè э=(я — (у + ye + + + у) ayay, 


й 


1 
sin?| (л, + z, + +++ 一 =.) |8842, 


D 2n 
& арра = 1 
" А Лоо 12722 " 2 

r _ 1 

m limh = ç 


例 20 区 图 36,， 设 曲线 荆 是 球面 +y +1 与 平面 x 十 
?十 = 一 1 的 交 线 ， 试 求 $ a+ yd. 
Я ”由 轮换 对 称 性 
I= ф + уу = фт + b уш 


= + рс + y + х) + 1 ф a 十 y + ed 
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矿 是 一 个 再， 其 内 接 正三 角形 的 边 长 为 v2 ， 如 图 37， 可 求 得 工 
的 半径 为 





图 36 [£] 37 


HE21 > С. y—simnz, хЄ[0О,х]., КИЕ 


3 2 <|. 5 п 
r 


证 | zdi = J: м] 十 cos 
с 0 


x oc de) 
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= n| af 1 + соза 一 |: А 十 cos°tdt 
ь Ü 0 
解 得 | ха! 一 |= „1 + сова = > ~ 1 + соз dd 
C 0 


Ф a= 2 +sinz, 5 二 v2 —sinz, H 


Jab 
a + 5 


有 М.Ё (1 + costz) {VI + coss < v 2 
所 以 ar = 5 | а + cos*r)dzx 


4 
<|" + сов°лйл = | v 2 dz = X R 
ü ы Ü 





< Мав < + (a + b) 











й 5 — < | VI T costzdz = | zd! < 25 л? 
Q 


例 22 设 函 数 了 (zx,y) 在 包含 原点 的 某 开 辕 6G Pa p] tk. H 
F000,0) 一 0， WEH: Hir yp EG, 


1 1 
fem,y) = a| fi (¿r ty de -+ y|: (ir ty) dt 


y 
н = tr u = ty (Q = i = 1) 
(r. 3) 
(х,у) = | „Л (z ,y)dz + f; Cr, y)dy Р(хуу) 
Ur. y) 
= |. „3! (u,u)da + /%(и,т)йаъ 
о, É » 


1 
— |, хоёул + fi (ах дуў)уй 


| | А 38 
= z| Л (¿z .ty)dzr + y|: (Iz ‚фуд 


例 23 Ы (нә А. С 为 хОу 平面 上 逐 段 光滑 的 闭 
曲线 ,证明 


* ]83 = 


ф ба? + узак + ydy) = 0 


证 HSE FE f ty rdr tydy ERN ERN EMA 


HL = 10 I КО? 


Ф 


2), 

则 Ww c Lfe + y2)2z = zf (z: + у?) 
т 2 
ара + у')?у = уға? + у 
dy 2 

ү ди = flè + угу Стах + ydy) 

УС ИЕ, ИХ 


ф Ра? + у?) (жах + ydy) = 0 
А 


注 此 处 不 可 以 利用 基 一 证 明 , 因 为 不 知 /是 否 存 在 及 连 
в. 

例 24 гаа ижин, ЖЩ Ж {1% 
中 grade 2 * di. 


解 b grad Се" 291%) . di 
r 
— фе Т Чал,2,1) . {Чт,йу,йт} 


__ 中 ez 122424 art +. 2у + z) 
Г 


二 
一 ф Че 二 0 
Г 


例 25 RHH L ty te tym 0 ВГ АРУ nj , 证 
明 


TY 





2 < | — ysingrřdz + хсову йу = 
L 


证 曲线 艺 为 如 图 39 所 未 的 图 . 
` 184 ` 


S 


I= | 一 умах х + Teosy dy 
L 


= || (созу + sinz°)drd у 
L) 


一 [| сова“ + апт? drdy 


D 


= [Ун + = азау 

















"(€ D B, 有 үн 39 
1 l 1 
_ 1 = |1 
z= < = |< 2 
1 л 
а 9 
ЖЖ Kam 9 я 
М2 мзш $ ета) 1 
面积 4 = z| -二 | 一 至， 故 得 
У D B == т JT = 2 + 1 
х/д в 5 у | Уйа + E |azdy < у 2 +] * — 
五 
Bp < | — ysinz2dz + зсоѕу у < —— 
2 L / 2 
ydr 一 zdy 
H 
例 26 证 明 кл } ‚ G° Heyt yy 
а-в 
| —— 23 — — E 
下 二 
在 曲线 局 ; r у= В 上 
AX: + Y? _ = +> _ R 


(ery уд? È zy) 
* 185 ° 


LH CHR L= 2л, @й 


| ydr 一 хау 
) (= + zy + уг)? 
Rš 


4 бл 
< рї = рз 





R— -} со 


| dr — rd 
| j 一 下 
z: e, f o (2 + ay + yy 


例 27 EAR (2). р(х) НН ЮЕ ЕР, hR 
[Lyf Cz) + 2уе + 2yg(z)j])dx + 2[yg(z)> + /(х)]ду = 0 


其 中 己 为 平面 上 竹 一 简单 封闭 曲线 . 
(1) K fir), gir), 使 00} 二 g(0)= 二 0; 
(2) 计算 请 尾 一 条 曲线 以 点 (0:0) 到 (1 17 的 积分 . 


ж а 由 守 一 各 得 
2yg (z) 27 (z) = 2yf(z> + ?е -+ 2g (xz) 
у& (2) + Г (z) = yf (z) + е“ + g (=) 
比较 у 的 同 次 大 系数 得 
к\т) = јбг) 
f' (z) = gir) + e 
в'"(т) = f' (z) = gir) + e“ 
Еж) — ш\л) = e 


解 得 p(z) = ле" + C,e + > e° 
由 g(t0)=0,g (0) = (0)=0, 得 С1= – 1, Cy= ү» 
A 
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і, 1 _, ‚ Æ 
g) = — е т 4° + >° 


Jir) = g (=) = +e 一 本 
(2) 取 如 图 40 斯 了 未 折线 计算 积分 . 


{11} 
| Хах + Ydy 
(D. Ü) 


и [oaz + f 2[oeG + f(D dy 
心 





ле 1 
= g(1) + 2/01) = те je 
‚ o 一 ydr 
йз 计算 了 一 | 225 + Zl 40 


= 一 £ — 8] f) — 
-ady нфс | р ИИ FP о 52 0, рт) M =o F] 
у = a(l — cos 


Әг (r'+ 32) Әу 
(0.0), X 5 Y K TA P КЕ, C ERRA tE. 
` yi sk oon, C 如 图 41 Br s, M 





u < Ü) 
C 
(1 A B x 
图 41 
_ 一 ydr тау = | _ 
Ї mety зай у 0dz = 0 


当 00 2л, СЩШ 42 тх. В С: х? у= (ус:0,є 是 
. 187 。 


很 小 的 正 数 》， 则 





一 уй xd 


ЯМС, +В 
| _ {ж = ксов/ 
C. 


-去 | — уйт + хау | 
крс, y = ESINI ' 


п 
一 z| 一 esini — ésitf Ydi + cost + ecostdt 


= f d=- x 
H 2 п a H 5 
_ 1 __ __ — 
中 асо Z dy уйт) = А (А 


ВА), Нех) а, В. 

ФС1) =1, L ÆR IRA 0,0) ~- J] 5: ft: 

ЖЕЛЕ И] ЕЙ, АЖ бл) Ж A. 
E ” 先 证 在 任意 不 包含 原点 的 

单 连 通 域内 曲线 积分 与 路 径 无 关 . iS 

LEE- :不 包含 也 不 经 过 康 点 的 闭 

曲线 , ШО 43, £ L FEQS A, B. 
. 188 。 





出 = АСВА BDA, 以 ACB 为 一 部 分 取 一 围绕 原点 的 闭 曲 线 工 = 
AEBCA, ШІН 
L BDA M.E АЕН AEF 


= 中 — ф Хаг + Ydy = A—A=0 
故 在 任意 不 包含 原点 的 单 连 通 区 域内 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 故 
ay ах 
ar ду 


即 — Фї) + x° _ gr) +y — zg (x=) 
(х) + y!) (хк) + y): 


zg (х) = 290) 


dør) _ 2dz 
gr) 区 


gr) = Сх? 
Н 401)=1 8 С=1. ф(х) = xš. 
ҢА L: z=°+y =l, уж Р L ВТ FC k. M) 
= | заа = 2T 
ГАН 


0130 БАУ. у) Ж СШ СЕН ЖЕЛЕ ЛАГ, Н 


/C0,0)=0, 








If af | 
A 并 <2 еу, ЕНИС .а01<а. 


证 ау—®а«+®д› 
曲线 积分 | Lar 十 Zay 与 路 示 析 线 OAB 
线 积 分 | а yI 15 336, 取 如 图 44 Pron ir eO AB, 
有 
|765,4) = |f(5,4) — f(0,0)| 
“ 189 。 


CEs} af af | 
|. [I } Jr” z+ yy 


af x, Fae + Kay! 
fai + ау + [лє + ad 


由 于 在 OA 上 ，y=xz， айне ио. 27 «21—10, 
5 
HFG, | = f 27е) 


ЭЎ (х, SED | ar < 





i 


| zz 一 4ldz= ı 





<[ 


4 





Б ЕЧ 45 


0] 31 BAR /(r,y ЕР D: ху 上 上 有 二 阶 连 续 偏 
导数 ， ae, HEHN 
П) = д 
证 ”如 图 45, Ú L. r= pcos0, у= psin@, D. Ж) T, ВЕ PX Pk. 


[i Z + yd dzdy 


• 190» 


aof (рсоз@ + J; + pesing + f,)ede 
《交换 积分 次 夺 ) 
pdf” (peos8 + f, + psind + 7, 240 


-| 
=Í, 
Сф — лае + ау Jede 
— fLl Cf + алау ledo 
А 
| 


Је" азау joa 


D 


= Гавеа рд 
132 б u 在 曲线 工 ; о 1 --соѕ0 AAR Р 上 有 
二 阶 连续 偏 导数 ， 且 xz 十 xy 一 1， 试 证 中 演员 一 1D| ,其 中 学 


Би D AARI ERA RR. ОЕ РЕЛЕ. 
解 ” 如 图 46. Ú: n= {cos sing), 工 的 正方 向 切 向 量 为 地 一 
{icose,sine}, WI 0=a— 5 > 074 


сонӣ 十 уе di 











. 19} = 





Jiu Ju 
D 
— "паа — |р 
I> 





PH 46 


б] зз BARA C НУУ оса. yl Ойл] 
的 表面 与 平面 zx 十 y 十 z 一 > 相 截面 成 ， 试 计算 
Í = | Ó (2? — ydr + (=° — )йу + (у — Xd 
с 
解 ” 如 图 47， 
z = 0 y = ] 
АБВ. 3 + BC, | 
r+ у = 2 х + > = Fi 
由 轮换 对 称 性 


{= | 人 十 | = 一 ydr + Сл? -- «Чу + (уг 一 dr 
AF BL 


0 一 [3 — z| |44 Са — 0)(— dr) + 











Ë 
Í Е — z! _ 1} dz + (1—х#)(— dz) 





l 9 :| z i 2 
J. q Зе + elde + | — 2a 十 zjdz 











пз HAMARA- [Г з. ане 


а 是 原点 到 3S 上 任 一 点 Cas ys x) A ETE K RER, 
## 3 在 (z,y,*) 处 的 切 平面 方程 为 


2 
а ОХ — а) + У у) 4 EZ — =o 


Вр EX + ZY 2 2 一 1 一 0 





=], 
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z z т y 
і 51: z — < 1 — Z 5%; D ay: atys! 











фт“ 
2 \° “jd d 
dS = 417 ЕЗ + dy 
с? [= у? 2 1 
Д5 
I = ?| © 
S. 
=° у? 
] — — — % 
=? E - 十 十 z Š ахау 
2 2 р! с? 
Hye 1 _ £ _ УУ. 
| a b° 
Га = абсозУ , 
T ly = bpsing т г] А соз? 
| |. 一 B° a° 


sint? ] 一 ё 
b° + с? 


__ nabe 
8 


例 35 AHER T = 
хауйх + z‘drdy 
I! z + ° + 2° ЖЧ S ж 
ШОШ л + у = R° 及 两 平面 
z=R, z= ОКОВ E] НУ М. 
体 表面 的 外 侧 . 
@ ”设立 体 的 上 、 下 底面 
及 侧面 分 别 为 5S,、S:;:、Ss， 则 图 48 
- 194 + 





2+4 








O Tdydz + z*drdy 
= [+ + | 985 
тү Г, Si F) S 
o R'dzdy 《一 R)'drd + 
m | 2? + у? + R х? + у? + (— В)? 
х + ув? х? уе RŠ 
il таубе 
| F° + xš 
E |) хаух 
Б? + з? 
Sa 
_ zdydz _ { xdydz  _ Td ydz 
еә К° + x° R° 十 xš 
Зу х. 
1 
= || = ЧУ (V J S 所 围 区 域 ) 
y 


例 36 设 对 于 于 空间 ez>0 内 任意 的 光 谓 有 和 癌 封 闭 曲 而 ， 都 
有 


/Cdyd 一 жуј(х)дхӣлх 一 e“*zxzdzdy = 0 


НФ m EO ,十 se) 内 具有 连续 的 一 阶 导 数 ， Н іт f(z)= 
l, K (т). 


E ”由 题 设 及 高 斯 公式 ， 对 r> 内 的 任意 空间 有 界 闭 区 域 
7， 设 它 的 表面 为 $， 有 


0 一 феса — zryf(aydzdr — e2zdzdy 
S 


. ]55 * 


一 士 fer (z) + fir) rr — e“ dV 


HE EI, 该 三 重 积分 的 被 积 函 数 是 连续 函数 ， 丸 由 于 的 性 


ҤЕ. 18 
rf! (z + (хт) — xrf(z) — е = (= > 0) 


f' (m) + | + — 1| ZG 一 二 ee 
其 通 解 为 


2." T 
H lim fiz) == im Се 0 
го тї 
得 lim бе + Сет) = 0 


1-01 


f (z) == 





ez _ eT 


+ — 7 = 
例 37 зни г = AAE, д 


gt 
_ 2 __ z 
中 $+ 是 曲面 1—2 22 СЛ („оу EA. 
EO ERAJ X, Y, Z RRRS JOES, Н 
ӘХ ЈУ IE 
Эл + ЕУ + а 一 Ü 


如 图 49, Я 5,: а= 27 у (е 是 校 小 正 数 )， 将 zOy 面 上 位 
于 ,与 $ 的 边界 曲线 之 间 的 部 分 记 为 5;, 设 5, 51. 5, 所 围 空间 
RRA V, зс хОу 平面 上 由 S, 的 边 宕 所 国 部 分 为 8,, 设 51 与 5， 
所 围 半 球体 区 域 为 V， 则 有 
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图 49 


了 一 Ü —- | — [| Хау + Ydzdzr + ахау 
SHAS +5] s” s7 
_ [озу + |= + Me tzdrdy _ 0 
Y st 


= L| fh — k + ydzdz + zdzdy | 


SL +5, 5; 
l 
= |a — o 
v, 
3.1.4 — 
Ta 


例 38 计算 曲面 积分 工 一 esas , 其 中 5 是 简单 光 


滑 闭 曲面 ，# 是 5 的 外 法 线 向 量 ,， r= 人 x 一 zo 十 Cy- уо) 4 (= — 
zo)k, r= |r|， H (ла, ya zo) PE S Е. 


. 157 * 





r 


eS 
3 


< 


{хт — т„)дуде + (y — уздак + (z — z)dzd y 


— 3 


r 
S I pl. 
ШП cosa, cosñ, cos? Ek n HAJA., 1С 
у = 5 - ү = > 2 = Ё #& 
r r r 
AX AY 7 
н = + Jy ко = 0 


zH (Eos yoa Zo) fE 5 外 部 时 ， 设 5 所 国 区 域 为 ү, 则 


_ T aX Z, 2 — 
г= 2 +2 + у)4у =o 


ү 
H (го, yo уш) fE э 内 部 有 时， НУ 
S,: Gr — r)? + (у о) H (к в) == eË (£ > 0) 


当 E 很 小 时 , S, ES 内 部 , 设 5 MARRA VG S, {у S, 所 围 区 


E V, Hi 
I= | — || Xdydz + Үатах + Zdrdy 
Херо ESCH: эү) 


OMX, X, Zj, 
= 2 ау + 
и 
бх — mo)dydz + (у — yo}dzdx + (= 一 z.) dad y 
Ad ) E’ 
= Ü + 4 


) (z — zo)dsdz + (у — yo)dzd> + (z — gdrdy 
зү 


Е 
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v 


例 39 设 V 是 一 空间 有 界 开 区 域 , S ДЕУ 的 边界 曲面 , РА ЖК 
u (т, уу) EAKA V US EA- ТЕЕ, HES E 
u=0, UEEBH£E V PJ и==0б. 
证 由 题 设 及 高 斯 公式 
= [аа + наах 十 2adzdy 


5 
= [2-2 2а 


HF a В ЮЕ НЭР, В, 


ж ау ду Ü 

Әх Hi cki 
— = Ü, — = ‚ — — 
qr су dz 


W и, XES 上 u=0, WIE V PJ и==0О. 


例 40 KI = $ o- 
zdr 十 《2 + z2)dy — Сә? 
+ y Ydz ， 其 中 五 是 球面 x 
Бу = por 与 柱 面 z" + 
у? = Zar (b > a > 0) ËJ % 28 
(22202,1, AA n] ЖЕ МИЙ L 
上 的 方 癌 运动 时 ， 从 = HH E [u 
往 下 看 . 曲线 二 所 围 球面 部 
分 总 在 左边 . 

解 ” 设 世 所 围 球面 部 分 
HS, 8 在 хОу а E Ё 50 
区 域 为 PD,,， 由 斯 托 克 斯 公式 





了 一 fey 一 2z)úydz + (2z 一 o2x)d=dz + r — 2у)йхду 
sa 


= JIE — z)cose + (т — z)cosË + (x 一 y)cos? |45 
s 


S 的 法 向 最 为 12+r 一 26:2yy2z)， 故 在 3 F 


— È 
соѕа,соз 2 ,с087У } = [z2 2,2) 





I= [оо SI у) у |45 


* 


2 [| сє — у (S 关于 «Ох 面 对 称 ) 


x 
2 |а — 2 || = ds 
5 5 


= 2 [| сов7д5 一 » aza y 
Š -+ 


% 


一 26 [ахау = 2b + ma” = 2ка 
Doy 
例 41 JEH 5. т=хсоз#, y=rsinf, z=, 其 中 0=> 
=a, KISA., WOR A EH BL R. 
解 ” 三 个 方程 两 边 取 全 微分 ， 
dz = costdr 一 rsin#d0 
| = віпбағ + rcosĝdg 
dz = Ad 


解 得 dz 一 一 全 singdzr 十 全 cosgdy 
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£ 
Ë cos6| dedy 





_ 1+ 一生 sing| + 


А? А? 
= „|1 + dedy = 1 + x rdrdë 


因此 曲面 面积 为 { 设 5 # +Oy 面 上 投影 区 域 为 Da) 


h: 
A= (| 1 +  rdrd0 


Р у 
ЕА d Д? 

| dof 1 + 2 rdr 
0 Ü т 


ама + 8° + Аа а А аА 


= Д 





例 42 RHR АВС 51007 
H, EEE OABC 2 x ЩИ ЕНГЕ ú 
НАЈ ЛЕТЕНЕ D yt АКЛЕН В. p 
AREE 4/5. 
解 НАВ: у= (х), CAM 
坐标 为 旋转 体 及 其 体积 都 记 为 p 


V ， 由 题 意 j 
ахаа: Шз] 
V _ 2 
V 5 


由 于 V = | God 


[| zdzdyaz = | zdz || дуа: = 2675 
ü 心 
D. 


Y 


т _ 4 r 
HY =] [zf Сах = sx| fdz 
两 边 对 > 求 导 
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zf (z) = t | Fdz + 2270) 
Ü 


r f(x = | Gd 
ü 


IJ X > >K 
Р(х) + Br Or rT) = Af ia) 
dfr} 3 
fix) | 292 

HEI х) С СС 是 任意 常 

жү) 


例 43 KH BH ZK y = z 5 B 28 
+ 二 1 所 围 的 均匀 薄片 ( 面 密度 为 158 
过 原点 的 任 一 直线 的 转动 多 量 ， 并 讨 
沦 读 转动 性 蔓 的 最 大 值 汪 最 小 值 , 

解 ” 设 过 原点 的 直线 方程 为 y= 
kz, WEKE- 点 zy 到 该 直线 的 
距离 为 








2— |у — ka| Pq 52 
м1 + #° 
J(k)= a — I у — ЯЗ аа, 
= [а 1 y 一 kz) у, 
x 1 + #° 
_ КОБ 十 了 7》 
]05(Ë° + 1) 
tepym dk 
T (t) = 10562: + 1)? 


> J ik=, 19 20. 
当 k0, J'(&)<0; ОҢ 420, J GOS, ñ 


202" 


00) = $ 为 最 小 值 ， 


Ба) КИН. 
]— 7 


即 为 最 小 值 ，J, 为 最 大 值 . 
例 44 一 块 均匀 的 平面 薄片 以 任意 方式 沉浸 在 液体 中 , 试 证 
板 一 和 侧 所 受 滚 体 的 侧 压 力 等 于 当 此 板 术 平 放 在 和 它 的 质心 同样 深 


НА ЕЖЕН Е. 
Шо BEIR REA и. SWA DEHRA, 如 图 53 建立 
Ат, ШН JJ 





当 薄 片 О 与 液 面 倾斜 成 a 角 时 ， 如 图 54 УА g CeOy M 
© 203 。 


БЫШ ЖЕШИН ay, WARR da 在 液体 中 的 猴 度 为 хвіпа, #0 
dp = #g(zsina)do 


{| РЕ 27 р = [| #gzsinada == sina || gxdo 
Г 


р 
[едо 
u Г 


= 一 [| 


质心 深度 为 tsine, WAHRE 





质心 的 工学 标 为 





W = Czsina) pg || до = sina — ив [|do 
р 


一 sine | вхо = p 


例 45 求 均 打球 元 对 不 
在 球 壳 上 -单位 质点 疡 的 引 
H. 

& ШШ 55 建立 坐标 
系 ， 设 球面 方程 为 

S, а? 4 w + z = R° 

质点 Р(0.0,а), ЖШШЕ 
АЈ p 

Н h a a e л ds， 
M(r,y,z) E dS 上 一 点 ， 则 有 





nr НИНА | 
Р C 2 у + G а)? = 55 


rH БЕ} Ж ЕТА ДЕРЛИК. A 
F.,= 0,F, = 0 
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之 — ц 


аб. 一 ағ — ——= 
міл? + у + (z — а) 


т—а@ 
Gu Hd 
Си (z: + у? + (= — а)??? 5 


球面 的 参数 方程 为 


r = Reostsing, у= Rsintsing, z = Kcosg@ 


如 图 56 有 





H 56 


d4S= AB - AC = (Rdp) (QAd0) = Rde - СЕзіпдіб) 
= бзіпдібар 
Е. lke — z <a _ 
A "с? + у + (= —– parts 
Px к Ёсозф — a ‚ 
= 40] Ga SPA pe 
|, Ü Ё (R? — 2aRcose + 22332 singip 


а — cos 
一 2aRcosg@ + д2у?? 


(F E = v R — BaRcosg + а?) 


1 


一 Сик |. СЕ? асов 





В+а 4 — — (Rš 十 а? — г) 
_ ск: — 22 O oOo dRe 
[Ж —+ | z£ 2a R dz 
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h +u | z __ 2 ' 
= CER] R а |4 


Ка | р? 
J? R > u 
a == Ка 


КУ R >a, F—10,0,0), 当 Ra 

F 一 一 (0,0, ACAR | 

В] 46 99—245 А, 高 

为 H 的 圆柱 形容 器 , НЕН СН 高 

的 水 , 让 在 离心 机 芋 高 速 旋转 ， 因 

党 离心 力 的 作用 ， 水 面 呈 抛 物 面 

Ж, 问 当 水 刚 要 溢出 容器 时 , ТА] 
ҤЙ ка ТЕ] ЙК? 

W ШШ 57 建 实 坐标 系 ， 设 

滚 面 最 低 点 在 =a 处 ,由 题 设 , 旋 
转 抛物 面 方程 为 


一 (zz 十 ww 一 = 一 














R? 
大 水 的 体积 为 图 57 
VW | («+ 280 + y dedy 
рузад? 
Ри Ку H — ' 
— |, db| [a + R? Z= | pdp 
— ЭКСН + а) 
区 由 已 知 үр? . =н= кн 
故 ZRH+a)= КН 
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解 得 = 


3 
例 47 ЗОРА ЕНА Е: ху ВЕКЕ 
ш Е, ВЕНН ЖЛ РЕЗЕ ЕТ, ВУ НЕ E АТА ЗЕ >g 0— 


агсіап 2 
A } 2 ' 


Kt ЛКЫ T ЕКШ. ЗК хуа] 


的 质心 ， 
1 
IEY | zdz [аа y 
ü 
р. 


y -—— Č 
1 
| dz || аа y 
T, 
г 





оно (0,0,2). 
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He HEA, pH, W IRTEN 
Z — zf = rl — z) 


ap Ir — Z — ж? = Ü 
hh D ll H; УЛ ЁН EE Ж 2 
一 A 一 х? ж? + < 
d= = 一 一- 
хдт —+ 1 af Arf + 1 
_ >x _ 9z' + l2= + 4 
他 J (z) = а = 3622 4 Q (0 = z = 1) 
_ 36z(18>=' 十 gr — 2) _ 
H J G) = (36229 O 
2 d _— 
" к=, 2 У 
由 实际 问题 , d MERMA, 故 当 z 一 天时 ， d 取得 最 小 值 , 此 
Н ЛЕДЕ ЭЯ) 
z = 2ж = 2 = tane 


一 
tanë 一 = 8 = arctan Af > 


№ 2 
例 48 设 有 一 高 度 为 0 Ct 为 时 间 } 的 当 堆 在 融化 过 程 中 ， 


其 例 面 满足 方程 =O 一 2 二 7( 设 长 度 单位 为 cm, 时间 音 


DL h), EL MIA THN ZP WJ Ж EJ ;侧面 积 成 正比 (比例 系数 为 0 9), 
问 高 度 为 130cm HFE EREE dr Sek? 
# ”首先 求 癌 ( 巧 的 表达 式 . 设 雪 堆 体 积 为 WV, 侧面 积 为 5. = 
ҖЕ ЕУ E 
т = hít) 一 сеэ (1) 
208 * 


即 а? 十 yË = Te) 一 R(t)z) 


Р: z + ә? < н) 
雪 堆 体积 
г) ALE) 
V (= f dz [лау 一 dz || dredy 
Ü Ф 
г, 


«+ у 一 Абун) 
tz 1 Л 
= [ x + ГАС) — А0) Ја: = һб) 
由 (1) 得 


害 堆 的 侧面 积 


sw— [| 1+ | 空 | 十 | 


HY TA O 


L, 
„5. 

Є: 
F 
SR 








нш? 
_ T li; 2 _ 13nh’ (+) 
= Бу 24 (AG) + 160) = 1% 
ШЕ — —0.95, Ж 

ЕРО ‚ 1321152 Ct) 

A СОВ (1) = — 0. 9 12 

f _ __ С _. 1З N 
һа) = — у, АЧ) = үр TE 


H A(0)=130 1 C=130, # 


+ 2009 >» 


13 
АС) = — lo! + 130 


5 hG)=0, 即 一 ;nt 十 130 一 0， 得 :一 100h. СИЕ Ф Wi B КЕЕ 


100h. 

例 49 某 仪 器 上 有 一 只 图 柱 
ERA mK. 1180 5cm、 半 径 为 
lem, #Ef8 52_E $h Н РЇ t НҒ 
у а, КАЕ A H ИЯ. 
Б ЛАА, ИЛЕ 2cm， 是 两 孔 连 线 
УВА, 水 可 以 从 两 个 小 孔 向 外 
流出 ,， 当 水 精 以 不 同 角 度 倾斜 放置 
Hi KEHE, 这 时 水 桶 最 多 可 
ЖЖЖ? 

W ”如 图 60 建立 学 标 系 ， 设 
W AD S A, 0,2), B(—1,0, 
2), Wm у ШЕ jha Н, Ж 
所 在 平面 经 过 А.В МН МОО,1 4) 
(2 和 6)， 经 过 此 三 点 的 平面 方 
A 


(Ff — 2)y — = + 2 = O 





由 于 z220, ЖЖ y2>— S. 设 水 桶 中 水 的 容积 为 VC, 则 当 2< 
86 时 ,YY 为 以 zx 一 (一 2)y 十 2 为 顶部 函数 的 曲 顶 柱 体 体积 , 即 


VD 一 | [G — 2)y + 2Jdzdy 


1 NV 1— 2 
_ Jof Го — 237 十 2]dz 
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— ?| 0 20у +2171 78У 
icf 


af e ,a VI Fd 
=2| „э 1 ydy t 4| aS y y 


й 2 





1 | О — 2 
一 











f і — 2 + 
me 
4 1 一 二 入 1 = £ — 2 
1 
= 2 y 1 — уу 


'—% 


— k3 
-2 а-ы (2 < z < 6) 


S Ti 一 0， 得 :一 + 
1 
VOay= Ji yl уау + 4| ау) МТ Уу = 2x 
— 1 —— 
1 1 
у (62 = 12] у м 1 — у Чу +4 141 — у) м1 — уду 
ШЕ ор 


_з 3 | 4 
= > тал 
V (2)= пх 1° X 2 = 2r 


比较 VC2) ,VC4),V06) 的 值 ， 得 


3⁄3 ，4 
2 3 





V шах = 


Tx 
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Жа HARNI 


一 、 内 容 要 点 


本 章 内 容 包括 求解 党 微分 方程 寺 积 分 方程 ， 线 性 微分 方程 解 
的 性 质 与 结构 ,及 利用 微分 方程 解 央 一些 几 何 问 题 与 物理 问题 等 . 

求解 党 微分 方程 重要 的 是 判断 方程 为 哪 种 类 型 有些 方程 需 
要 做 变量 代 换 ， 有 些 方程 需 视 y НАК, r HR. 

积分 方程 一 般 可 通过 求 导 化 成 微分 方程 ， 此 时 要 注意 找 出 初 
ИН КЕТТ. 

利用 微分 方程 解 岂 实际 问题 时 ， 阁 是 几何 问题 ， 要 根据 问题 
的 几何 特性 建立 微分 方程 ， 若 是 物理 向 题 ， 要 根据 某 些 物理 定律 
建立 微分 方程 ， 也 有 些 问 题 要 利用 微 元 法 建立 微分 方程 . 


一 、 例 题 选 讲 
例 1 胜 等 图 数 及 它们 的 不 定 积分 表示 出 微分 方程 


x" — ry — у = 0 


的 一 般 解 . 
# ”方程 可 化 成 
(y — ху)! = Q 
故 у — zy = Су (— PATEA) 
因此 方程 的 通 解 为 


у= ес, + [слете 
— е0 CO + C, feaz] 


例 2 求 (xiinzx)y" 一 xy +y=0 HAR. 
* 212" 


р 显然 y.(x) 一 x 是 方程 的 一 个 解 . 








— [ətri Jae 
y E С) = x w| у тт) — = | ах 
= z| 2 nr 一 一 z 人 zal 一 加 
1 
= z| — Linz + f az] 
= — Iz — 1 + C (Hu C = 0) 
故 通 解 为 
解 2 — r=e', El z—Inz, W 
95 _ dy dk _ 1 dy 
Y dz ddr zx dt 
„ dildy' —14y 1 ddy) dt 
> 二 | £ dt: = ж? Чї + = $| ЧЕР 
_. 1195 — d| 
аа dz 
代入 原 方程 得 
dy _ É dy _ j) _ 
1 de d | d: | = 0 


® и=%2—у. 方程 化 为 
du 


解 得 z = Ct 
d 
Bp 2 — у= С: 


y= e-f] C + [сеа 
= Се Си + 1) (1а С, =— C) 
= Сх + C, (Inz + 1) 
* 213 * 


例 3 ВЕЛ (Ак — 1925" — 2 (45 —1) у _-8у=0. 
Ж ЛЕА. 2 ar—1l=e, Wi 





уса dd 4 d 
dr di dr 4= — 1 d 
n dj 4 dyi 
dz Ar — 1 d: ! 
_ _ —4 dy 二 和 | 
(Ат — 1)? di 4х — 1 d:! di! dz 


= лен 52 2 


(4х — 1) 42 de 
代入 方程 得 
ау dy 
242 7 за ?^9 
25° — Зғ + 1 = 0 
ғ =], о = > 
故 通 解 为 


у = Ce Се = C, (4z 一 1) 十 Cd 一] 
а 解 方 程 4 十 (y); 一 3xy' 一 0. 


# #7 ptr) 一 y ,不 易 将 p 解 出 ， 故 采用 参数 方法 求解 . 








A J ro 3 

“үн, Мут 
— г” | 3 9124] — 273) 
dy 一 y'dr = — — .| = E — 2) 
7 уе уз а) (1 гуз © 

_ [92 — ж), _ 12 + 3 
> (] + $) L= appt E 
收 方 程 的 通 解 为 

3⁄ 

T = : 

| l + ғ 

_ 12 + 3 


= 2 Ley T C 
„214. 


例 5 已 知 方程 "+ (z+ e”) (у i= 0. 
(1) 车 把 x 看 成 函数 ,» 看 成 自 变量 , 则 方程 化 成 什么 形式 ? 
(2) 求 此 方程 的 解 . 


_dy .1 _ 1 
解 (1) у = d> dz > 








代入 方程 得 


> 
н 0178) = | — 4\4) //\ау!. 
ИИҮҮ аа! = 920143) сту 
z — zr = e” 


(2 #—1=0, r=+1 
= = Ce? + Се 7 


х‘ = Ае”, 代入 方程 得 A=1/3, # 


$y 


+ 


х = 1, 
3 


方程 的 通 解 为 


ж = Се? + Ce? + те» 


16 Ф078 у" у а (200 有 两 个 特 解 %(z) 和 


убх), Н уу =1, Ж gq (r) МАЈ). 


Ж +> =C, HT my:=1, H C0, 代入 方程 得 
g(z)C = 0, gir) = Ü 


方程 成 为 


ol 
y — у == 0 


А у= р(х), 得 р 00) — (к) =0 
解 得 р(х) С.х, у =Сх. Л ШОЙТ 


. 215 ° 


Y> 2 2 + C; 
在 yC, Ш Уз Лу, 与 YI 线性 元 关 ， 将 у,1/у, 分别 代入 方 
程 得 





Шу 1 1 
31 1 + güz)y = 0 (1) 
ll 1 二 | d 
+) Ti у, T 962) Y] =9 
2 (y, ° l, a 1l, 1 
Ер y: 一 „п — 01) + (ж) y. = Ü (2) 


H (1) # y 一 tyi 一 一 qir) y 





代入 (2) 得 
232 | 1 
у yz абл) у) + gir} y, = Ü 
解 得 qir) 一 -一 ол) 
№] 
代入 (11) 得 
ШУ 1 Ё ( o)? 
М 一 y7 F уу = Ü 
B zvo ly | ga 
1 n жу | 一 0 (3) 
令 gth, BI) 
1 

d 2i] урут (y y Eaj 

dz Yı у №] УІ 
EAG 

dz ] 
dr ж Ü 
WH z= 25x, АЖ = 240, 解 得 
| 
Yı = ke” 


. 216 + 


2 Е: 
ДУ Р, =l, y =e" + 于 是 у: =е ' 3 УЧ 





方程 的 通 解 为 

у = Спек 十 Cye “(为 任意 非 零 常数 ) 
т 设 了 (xz) 二 阶 可 导 , Н. 76) saar), 2 Са). 
R “方程 两 边 对 z + S 
Рх) = РО z) =— РК (1 — z=)) = РС) 
РС) + ЈС) = 0 
4+1=0, r=+I! 
fir) = Сісоѕх + Casing 

_ 1 二 sinl 


H f'(1)= 7005, 得 С, = cos] С, 页 
f (=) = Cyf сове 十 二 -Se sinz 


例 8 设 当 zx 六 一 1 时 ， НЫК ГС) W E 
FC + fix) 一 — [ea =0, Fo) = 1 


Ж f (r). 
解 ” 将 已 知 方 程 化 成 


(z + DE) + (z+ Dfa) 一 [гоа =0 0) 


ВН і x 求 导 得 
(z + DFD + (zr + Dad = 0 





айб) «+2, __ 1 
fO 一 24197 = (1 1-14 
ІБ | С) | =— (= + In(xz + 1)) + C, 

C 
f (z) = CZ + De 


出 于 /(0)—=1, Wwe DAAA fr (0)= —1, # C=-—1. 
+ 217 * 


у __ _ — 1 _ 
P G) = (z + 1)е* 
Мо 设 05) 400, Боо) АЕ, /(1)=3, H 
[Уой 一 a| учэй 十 y| aya: (x > 0,y > 0) 


Ж f(x). 
E FEP r KA E 


J(xry)y = Frodi + yf (=) 


两 边 对 у 185 
F Ссу)ху + (ту) = Ру) + Jf (x) 
А vy 二 1， 得 
Fiz + flr) = 3 + fir) 


Р(х) = 5 
и 页 


Jf (z) = Зах + C 
由 81 一 3， 得 C 一 3， 故 
Р(х) = 3ln+r + 3 
plio 设 了 上 是 可 导 范 数 ， 对 于 任意 实数 *，5， 有 
fs + t) = f(s) + Z (t) + as 
H fi(0)=1, K f HRE. 
解 ” 在 已 项 方 程 中 令 :二 0 得 
Раў = f(0) + fG) 
战 /(0)=0, ОЯ Л iN XI s s IR SF 
J'(s + t) = f (s) + 2 
> 5 一 D， 得 
Ра) = Р) + 2z = 1 + 2! 
а) = + +C 
H /(0)=0, 得 C=0， W 
Рау = ғ + #2 
+ 218 ° 


例 11 EA OE 区 间 [a ,4j 上 连续 ， 且 满足 方 往 
| / (edda = HES) + f(zo) 2 


Es — үү 
хуз» R z, r C [а,5], Ж fir). 
E ` rC (a,b], REHAS 


| fe)dz 一 [fla) + fix)] 


|. 











陋 边 对 工 求 导 
Jf (z) = > Ua) + Сх) ] + f (у>) 
Ер Ра) = — fe) а 
f(x) = е7 eje | 2 2а) ÁJ; =s f 
= C(xz — a) + fta) 
® к=, 8С 02—760) ы 
f (zy = 0 一 (ax — a) + fla) 
 Jiz)+-J Gy) 
例 12 REENE (у= озуу PA Н 
XT. 


解 ” 征 已 向 方程 中 令 y= 二 0 得 
f (z) + FO) 


FG) = 1 fen) fO) 
FO Fr}) = 0, 


fir + Az) — J (z) _ 1 — (z) / (Az) 
Ах Шш Az 


_ Jf (Az)(1 + F ir) 
Ar — FD (Az)) 


f= 


“> Aci, 两 边 取 极限 得 
(к) = РОТ + / (т). 


d / (=>) . 
CJT) prnyd 
Tf) 7 029 


агсап (ж) = f (0)= + Ü, 
fix) = tani f Oe d С) GEF = С) 
Fiad = tantr j+ С,) 
{| 13 19 Ar 是 在 (一 ce ,十 co) 二 阶 可 导 国 数 ， 试 求 方程 
FD 一 大人 一 rr 十 了 一 也 
的 解 . 
E ECHTEN r=y=0, ff 
00) = 0, /(0)=— 0 
КААП ЛУ ЖЕР1] = К Se 
IFCS (л) = f!(z + уу (z — y) + f(x + у) (х= — y) 
两 边 对 y 20 
D = + y)f(z= у) — f' (z + у) (ж — y) + 
Ekla + у} (ж — yy — РС + у) СЕ — y) 
Рх + yfir — y) = firt у) "(к — y) 
А цу, 一 工 一 y， 得 
的 
当 fz) 闫 0 时 ， 取 一 点 v， Eo, 2 С 0 СЪ), A 
Fu) = C f (u) 
Fu) — CF) = 0 
解 得 
"Ce z C> 0 
f 5) = Сн + С, C = 0) 
C,cos ~ 一 Cr 十 Csin 一 Cr C€ < Ü 
由 Af(0) 二 0 得 当 人 C09 时, 二 一 Cy; 83 C=0 B, С,=0; 14 C< 
602020 * 


Се 


Ü 时 ， C;.= 0, [4 


CeT e-~ =) Cn 
f (x) = Сл C = 0 
Csin SE — C £ C < Ü 


其 中 С, ЕЖ Я. 

@ 14 设 AoE Боо) ESE X, ЖЕ (0, toD ру пр, 
gin EL, Боо) AE, f(0)=zs(0)=1, 24 z>>0 PF, f (z) 
+ge(z)=3z>r+2, f (к) g'(z=)=1, F Org (—2z)= lr 
+1, Ж (х) 5 gtr) 的 表达 式 . 

解 ба) g(z=)=3xz+2 (1) 
РАНА] ток: 

Р(х) + g' (zr) = 3 
与 fi (z) р (z)=1 联 立 解 得 
Fa) = 2, g'(z)=1 
find) = 2z +C, g(z) = =z-- C; (ж = 0) 
H /(0)=zg(0)=1, 283 С,=1, C,=1, WA aro, 
(ту) =2r=+ l, g(z)= z + 1 


H '(— 2х}у— Ў (2х) + 1222 — 1 
= ? + ]2=° — 1 = 12z° + 1 
得 pr (z) = За + 1 Cr < 0) 


gp(z) = хг + xz + C, 
Н g(0)=1, C;,=1, W 
х + 1 T = Ü 


gir) = | | 
к + z +Á 1 F =< Ü 
| 例 15 AAMS, СОЕ 708000, р’ (х) =?е" ~ 


ТИ ae: ја 


# ”由 已 知 方程 得 
“221 + 


Рх) = g (xz) = 2e — f(r) 
Рх) + fir) = де" 
FD = 0, J'(0) = g(0) = 2 
六 十 1 一 0，7 一 十 1 
ir) = Сүсозх + sinr 
设 f" (z)= Ае", RATEI А=1, É f" (z)=e*, AERA 
Ux = Cicosz + Cemre + е" 
由 初始 条 件 得 C =l, C,=1, É 


Elro = sinr — созт 十 ex 


"P gG) _ _ f(x) rg + z) — f(r) 
Fu + x йә az = [ (1 + zr da 














-f а) + > Fr) — [Г Z€) 
i] (1 + r) |, ] + т 
_ JG) s l JO) ЈО) 

1+1. 1 + х 1 + 0 
— 1 T е 

] + x 


例 16 ERTER н) а a0 ，#(0)= 二 CC， W ос E 
и! (tf} a (тэш ,т(О)=ЄС,0о< г< T, uF8BBH ` ОС) Ср). 
Ш c oG) асбоб / (т), Bj Ea. 


v) = ев + Гое ҹа |> pelea 
n 
由 « () au) w{0)== 忆 得 


+ 
[ош 


нб = Се 
И! об) 22 u (t) 
例 17 ynd yolx) 是 方程 yi 十 plz)y 一 外 (zx) 的 两 个 不 
同 的 解 ， 其 中 P(x) ,Q(xr) 是 连续 孙 数 , 证明: 对 十 方程 的 任 -- 解 
усх) 69 510 
ул) — yi (T) — C 
убт) — yi (Tr) 
. 222 * 


Жу. EP CERK. 
证 由 题 设 
y + Pirin = Q(>) 
у; + P(z)y, = ©(л) 
两 式 相 减 得 


CO — у + РСх) Су, — ур) = 0 


y; у = Ce esa: 


由 于 у: (х) 7 уз (х), É С50. FE nf 
у у= c, Pat 
(r) — (z) _ C; dt 
VT — yir) C, 
例 18 设 у(х), у(х), у. Ск) ЕЈР РЕ А 
y" + Р(х) у + Р. (zy = Q=) 


的 特 解 , 其 中 P Ga), PD Q (z) ЖЕЕ, H 2222 (2) 


y ,(r)— y (>) 
常数 ， 试 证 明 
убх) = (1 — ©, Cayla) + Суу, бя) + Cayir) 
Мае Л) Pa HJ 8) ЖЕ. 
证 ”yz) 的 表达 式 可 化 成 

убх) = yil) + C i(yə (z) — AA) + Cily lz) 一 yiri) 
ШЕЙШ nÍ Ж, у С) — (z) yy(z) 一 yi1(x) 都 是 相应 的 齐 次 方程 
Р, XAF 


发 有 


ET) — | (>) 
узб) уа) ZMA 


ETEL yet 一 J 与 узб) — у(х) 3235, Ж 
Cily (Z) — yir + Cily lr) — уу(т)) 
JETE НУРЕК A FRA B ЁТ. kk y(Cz) 旦 给 定 方程 的 通 解 ， 
例 19 设 微分 方程 


" 223 * 


y” + p(z)y” t абу! + r(z)y = Ü 


ЖЕ у, (rr) ,yz (z), y (z), ЙБ ут) yr ys(z)—=1 对 所 有 实 
Er r RE. 设 f(r) 二 Cy (039024 OA A a a ЖОШ S A, 


В. 使 得 f(x) 是 被 分 方程 
у + АрСж)у = Br(r) 
的 解 . 
解 ” 由 题 设 有 

yr + piyi + Фб) + r(z)y, = Ü 

yz 二 per)ys + q(r)y; + r(z)y, = 0 

ут + p(=z)y, + g(xz)y, Ск): = Ü 
由 С) = Сун) Сут) + (ys )° 1% 

Р(х) 一 27131 + 2у;у; + 2y3i3s 
由 vi tyty] 两 边 对 之 К 
2y¥ + ?Угуз + ?узуз = 0 

除 以 2 后 两 边 对 x 求 导 得 


(yr ° Cy 十 Cy) 二 ууу 十 узу» + yai = © 


Вр f Cr) t yiyi T yeyr + ysys = Ü 
ART жоК ЕР 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


Рл) + уруу + yy + yaya + yiyi + yay -К yay == Q 


FEDRA T 


т "Y т 3 
узуу T мм + УзУз 一 一 > (х) 


у Dy * (2)-Куз + СЗУ (40-с ЖЕ ЖЕЕ 


— Š Pa) — pG) С) + riz) = 0 
Рау + Z pTI Cm) = Erla) 


— © _ 2 


' 224 ° 


(7) 


例 20 € F >F F 8 K — 2 m] ЕЧЕН, RELEE 
Pr) 处 的 曲率 等 于 此 曲线 在 该 点 的 法 线段 PR К BFF Bl СО 
是 法 线 与 zx 轴 的 区 点 )， 且 曲线 在 点 人 1,17 处 的 切线 与 > WF T. 

E ISI Zo O y= у(х), MEEA Р(х, у) АКУУ 
p? 

Y — y=- У(Х z) (Cy = 0) 
ES + 轴 的 交点 为 Q(rz+ yy ,0). 
PQ = (yy: + у? = уб1 + бу')?)? 


由 题 设 >O, H. 
_— 3 _ _ J 
(1+ (0070092 yG + су»)? 
? 一 F 2 
得 УУ 1+ (бу) 
у=: = l; y|- = 06 


Fy =p, Ш "= р z, 代入 方程 


Z In + р?) = Iny + C, 
由 y|.-i=1 F p| += = y |.= i= 0 18 С,=0, 页 有 
УІ+ Pe = у 
р = му? С ү Вр > =+. 1 


_ dy 4а 
Мут 


{пу + му 1) = + x + C, 
” 229 ° 


-== "wm. me — . = 


Incy му? — 1) =+ бх 1) 
yvy = 1 = et 
Крста = —— = = et" 
y + му l 
两 式 相 加 ， 解 得 
ez! +e r 1 
7> 2 
ËJ 21 在 13 时 到 14 时 的 什么 时 间 , — BJ sh BU r h 18 ЯР Н 
时 针 重 合 ? 
W ”将 圆周 角 во 等 分 , 设 每 份 为 1 个 单位 , 又 设 上 min) 时 齐 
务 针 与 时 针 分 别 位 于 (和 (9 处 ,由 于 初始 时 间 为 13 时, 又 分 - 


针 与 时 针 的 速度 分 别 为 1( 单 位 /min) 与 学 ( 单 位 /min)， 故 有 


dz _, dy _ 1 
k 7 de 12 
ж|,—„ = 0 y |26 = 
解 得 t=}, y 一 1 二 5 
] 
“м = — р 
= t = 12! + Š 
р 60. ， | 
195 £ 一 11 min) == 5min27s 


斤 分 针 与 时 针 重 合 的 时 间 约 为 13 时 5 分 27 PP. 

例 22 初始 质 基 为 M。g, 在 空气 中 自由 落下 的 雨点 均匀 地 蒜 
发 着 , EVAR Ag 空气 的 阻力 与 雨点 的 速度 成 正比 , RRN 
点 的 运动 速度 与 时 间 的 关系 . 

解 ” 设 t+ 时刻 雨点 速度 为 vv(t)， 由 牛顿 第 二 定律 

Hid — f 
由 十 т= МА, а= 
J = (M, — А) р — Ёо (k с> D) 
2026 ° 


有 (M, — At) = = (M, — At)g — kv 


dv Ë _ 
dr t M. — ar о £ 





[6 £ 
= e я с + [ее а, 


+ А-* 
= (М, дос + ЕОМ — Аг) ^ | 


А 
由 vD =p, 得 


А—# A=: 
二 


Er z & 
= AGM A EAM АМ, — ADA 


@ 23 (1) 一 架 质 有 旺 为 4,.5t 的 歼击机 以 600 km/h 的 航速 
开始 着 陆 ， 在 减速 企 的 作用 下 请 跟 500 m 后 速度 减 为 100 km/h, 
设 减速 伞 的 姐 力 与 飞机 的 速度 成 正比 ， 六 忽略 飞机 所 受 的 其 他 外 
力 ， 试 计算 减速 们 的 阻力 系数 ，; 

(2) 寿 将 同样 的 减速 倍 配 备 在 质量 为 91 ШЖ КЕЛ. Е, 现 已 知 
机 上 场 跑道 长 1500m. € KALER В A 700 km/h, ЈА E RE 
ЕЕ 飞机 安全 省 陆 ? 

解 ” 设 飞机 从 接触 跑道 时 开始 计时 , 1 Н Ж ИШЕ ОУ то), 
KILER EEH vo МОЖ ФН ЈА 89у R. 

(1) 根据 牛顿 种 二 定律 ma f. 有 


т 98 一 一 ku 
dv _ dv dz _ ,du 
由 于 d? д “dz 
T 1 


. 227 * 


Ë 
积分 得 U — T ` m 


MEY — 0) 


i k = ~ 
将 m=4500 kg, v6 一 600 km/h, v=100 km/h, z=0. 5 km 代入， 
得 

k = 4.5 X 10 kg/h 


| Ст А 
(2) Hm = hu, f 


dy == 一 Ëq: 
T TH 
- Ë 
积分 得 Ine 一 Inva 一 
U = ji E m” 
d _ Ë, 
ЕП J = we" 





ЕЕН X HLA АН Ж. 
由 于 r< № 29000 kg, za= 700 km/h 时 


т = РЕЯ == 1.4 km = 1400 m < 1500 m 
所 以 飞机 可 以 在 此 跑道 上 安全 着 陆 . 
РІ 324 被 生物 培养 的 增 将 速率 和 它们 现 有 的 攻 及 现 有 的 营 
养 愧 质 的 滋 积 成 正比 〈 比 例 系 数 为 有 ， 营 养 物 质 减 少 的 速率 和 微 
EPEA ERRER ERZ А), 实验 开始 时 , 容器 内 有 六 
п 微生物 和 mg 营养 物质 ， 试 求 徽 生物 的 此 及 营养 物质 的 量 随时 
+ 228: 


闻 的 变化 规律 ， 并 问 何 时 微生物 停止 增殖 . 
Ө gue ЖИЕНИ НК reru), 营养 物质 的 量 为 у= 
уб), | ЕН 1 = 


йт 
dr = RTI (1) 
dy ___ (2) 
д 
TOO) = то, y(0) = Yo 
(931) 两边 对 +t 求 导 
d: 4 d 


dy „у, md, 32 { 


dp _ dp _ 
dy = 80?" dy *> 


P 

k ; 

解 得 = x tO 
H ple о х0» Ж. y|. a= yas 得 


, Ë 
С = — ЁЛ, — > 29 


T T E 


| Гор А 
ima = + e + уй 


ЖЇН Л ЖЕЛЕ HUK ЕТЕ 
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由 初始 茶 件 求 得 


у A 
п = Ур 十 А 
H (4) 9454 
A(l + Bet“) 
] 一 Ret“ 
; _ ldy_ lË o A 





ОЁ, 
由 у=0 得 14 B0, #19 


此 时 微生物 停止 增殖 ， 

例 25 AHERMAA FERA НЕ Mg, TREERE fi 
RÅ., AARTEN R., ATERT, wA H. /,, РЕЈ 
Eaa A z= +G), у= уб) 220), K zG).,yCGO z (22. 

# НГЕ PUCHO ER, ERE е, ару, 0 
> | dr— Вуха, LISD T 2 лаг, [|] М ЛУ [ —kydt, Wi 
dy = kird? — E, уд 

MINIM Í koyde, BH dz 二 ydt， 国 此 有 


+ = hz (k > 0) (1) 
|Z ља ру (А, > 0) (2) 
d: 
dz _, (3) 
P? kiy 
|z(0) = M,,y(0) = 0,z(0) = 0 (4) 
了 = Me™" 
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RADI 
dy + kay — hb Moe `" 





dz 
Р _ A M. 一 和 | — kt 
解 得 У — Ё. габ -一 E | 
代入 (3) 解 得 
M —# „[ — È „i 
> = Ё, Eya 一 е fa + &;е 2] + M. 


|26 设 高 为 12m, 水 平 截面 为 贺 形 
MJ BF R ВО у p — 90 tl 本身 质量 另 加 )， 
材料 的 密度 为 2.5 tm ， 人 允许 压力 为 点 一 
2940KN Am ， 求 桥墩 上 、 下 底面 积 和 通过 
HE Н ВЈ 2 A F ар a erR A E 5 
线 的 方程 . 

解 ” 如 图 61 建立 坐标 系 , 设 截 线 方程 
为 y= Р(х), х AKF E ERA AC). 
由 题 意 , AMOR 001, 又 而 于 有 一 2940 БЕ 61 
kN/m’; WÁ 





90 XxX 9.8 2940 = 


ЕХ х/°0О) = АСО) = 0.3 


ГО = 3 
由 于 工 位 置 以 上 部 分 桥墩 体积 为 
Viry = | Alada — | ч? Саал 


НА, Ах) ДЈ у 90-+-2.5У (ж). WE 


(90 + 2. 5У(2)) X 9.8 2940 
Ал) ©] 
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得 90 + 2. s| af. (mdr = 300r f (Cx) 


ВНАУ с 
2. 5af (к) = 600 (хә) (m) 
HT iro, A 
PAOS (z) = f (=>) 
d/ (z) 1 


fy 249 
fix) — (се 


0. 3 Ü. 3 
由 O=, c= J. ж 


f (+) — eva 





A(12) = nf 2Y = 0. Зе лш 0, 33 
HEE. F EARRA О. Зп, Q. 33m, 截 线 方程 为 


= Зат СО == 17) 
例 27 ШЇ s2. А, B. CD 因 个 动 点 开始 分 别 位 上 上 一 个 止 
方形 的 是 个 顶点 ， 然 后 AARE BA., BARECH, C AA 
D ADAHA A 所 同时 以 相间 的 速率 送 动 , 求 点 71 的 运动 轨迹 . 
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Ñ БШ 63 建立 坐标 系 , 其 中 原点 是 正方 形 中 心 ， 设 МСЕ, 
是 A 点 的 运动 轨迹 上 任 一 点 ， 此 时 BB 点 的 位 置 应 为 N(《y， 
~-r), НВ, E A 的 运动 轨迹 在 诗人 处 的 切线 经 这 点 В, WA 





сри т y y ?| 一。 = à 
d a 
фу u, El >= =u, 一 此 十 To 方程 化 成 
de 1+ 
dr 1-а 
l— u, _ dr 
7,294 F 





arctan 一 а + к) = n|z| + C 
Вр arctan pa = C + In ма + у? 


由 y|. =a, 19 се — а (24), 故 4 的 运动 轨迹 为 


š 
arctan 2 — > 十 lin ж” + x° 
£ 1 2 De 


例 28 一 根 长 为 | 的 细 强 ， 一 
问 固 是，、 舅 一端 悬挂 一 质 基 为 m 的 
质点 (如 图 64), ЮАН Л) 
自由 摆动 ,这 种 系统 称 为 单 摆 , 试 建 





立 单 押运 动 的 微分 方程 并 求解 ( 乱 
WA SB ЖАТР). 
КЕ ix: RARESA, fu 
Е 为 . III! 
s = ¿Z? es 
质点 重力 的 切线 分 量 鸭 一 ;mgsind， 根据 牛顿 第 二 定律 
F = та 
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2 
а. F = — mpesing 


_ 45 #8 
“ d: “d 


d°8 
一 mgsln = mí — dz 


г = м вії, H 


E T asin = 0 


УВ, sin@=-0, 方程 变 为 





dèe 
T 
. „уу C | С, 
z жш А= C+C, cosg= 一- 一， S1n 交 一 


СУсї+є Veic 

Д] 8 一 4sinkot 十 约 ， 其 中 公称 为 振幅 ,mw КААТ, 9 称 为 初 相 
骨 ， 摆 动 虹 周期 为 了 一 27/a. 

例 29 WH z. B у /(z)(7Z(z)2Z0), z=09, r= 

a (a> 0) ERE ИГ Ж Ж Us AJB Se kñ > ЖЕҢ х z(a) ЛТД Е, ШЕ 


HH 
T} 一 _ Cg (z) _ Аре — 
J z) = [z — gir) f 
其 中 避 为 常数 ， 


a Fir) 

[| zdrdy | zdz| йу 

+ — Г) 

ш 2 = а = — 
аа» [а а 
Г} 


| xf Crd 
_ 26 


z = gla? 
[Fada 


* 234 = 


Kas: 
— 40 (xr > 0) 


[Б к\т) — PI 


邻 Fix) = | Сеооа: ， 得 
g(z)F (z) = | raya 


БЛ x 求 导 
g(=z)F'(z> + eg (TF rT) = æfir) = rh (zx) 


oy) _ 
Е х) “орду? 


dF(z) _ _g (z) у. 
Fiz) x— р(х) 


} 
ат) = | — Uqa + ©, 


1 


r — рех) 
Дх ; 
= — ln|z — р(х) | + r — g < 
a (т) _ ge et [a 

Севә (RAR z >> g(z)) 

= — ger гыз 

因此 有 
rr _& СО) _ -Og | 
ш) = F (z) = 了 一 у(х С? = е окуу 


зо ЫР fn BJ ЖК 38 Wi yG ы. 仅 受 自身 重 
力作 用 达 平 衡 状 态 ， 求 此 强 索 的 形状 ， 

解 ” 如 图 65 建立 坐标 系 , 使 绳索 最 低 点 在 ? 轴 上 4 点 处 . 设 
И ЖЫЗ у= у\л) Ma 是 轴线 上 任 一 点 ， 强 索 的 质量 线 密 


ER p s 是 4M 的 弧 长 ,4M 的 受 力 情况 为 : A 点 沿 水 平方 向 〔 切 
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线 方 问 ) PIKA НС Л). M 点 褒 
切线 方向 的 张力 了 ( 随 M 而 改变 )， 


里 为 me. 由 于 所 有 作用 于 4M 的 
УК Ле РААК Ж, 按 静 712 ЕЁ 
A 
КОЕ A Teosg— H == 0 
ДЕҢ 2 |a] Tsin0— из =0 





网 式 移 项 并 相 除 得 
tanë 一 кн 
И ар гал ч, EEE 
dr ш |, V + dyr T 
РУ] т 求 导 
= pe = 工 
Н Н а! 
у” = L T/1 + Су)? 
令 y = plr), 得 
p = ЕТ: 
de 14, 
vVl+ <“ 


БП агвһҺд = > + С, 


由 于 4 是 最 低 点 , йу |..0=0, 因此 Cl 一 0. 为 使 曲线 方程 简单 ， 
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可 将 点 А 到 在 y=a 处 ， 此 时 Cs 一 0， 故 绳索 的 形状 为 
y=ach> ХӘ) 


例 31 Фут iS OM ШИ, 
з. а В 2 97 Р, ААЛ 57 
Жо 作 走 线 飞行 ， 导 弹 的 飞行 方向 ，， 
ЕАС. ЖЕ Аби *7 
valu >u), RKE EITE ZE K dr rh 
目标 的 时 间 . 

解 ”如 图 66 建立 坐标 系 , 设 初 
始 时 刻 柄 机 在 原点 , 导弹 在 点 Ata， D 
ОЯ, ELKI J rini у у 轴 正 向 , 导 
Ж КАТЕР Уу у= у(х). EEI г, 图 66 
导弹 在 点 P(xz,y) 处 ， 其 切线 方程 为 

Y —y = y (X — у) 
т Х=0, 18 Ү=у—тху. НЕ, E 
у— ху = x 


х. АР =— | VIT Ode = va 
以 上 两 式 消去 :得 
一 |. М1 + Сах = O ~y) 
两 边 对 x 求 导 ， 并 记 
к= G< 
— M1 二 + Су)? = +C ху") 
zy" = RV O 


Уба} = 0, у (аў = g 





СН 


& у = plr), 得 
. 237 * 





148 = 


Іар + ~ + РЭ = ах" + G, 
H ЖЕЙ АЯ C = lna, АХ 
PO: 
laip + v 1+ р) = In| 2, 


Ё 
z| 
C 











w asura 
积分 并 利用 初始 条 件 得 
1 


_———Гїїүї[ 


1 + & 
IERIE KITZ. 





а | 
79 








Ë 1. 
=! rl 1 
1 











ak _ ато, 
|=? wo 
‚ = yY ze: : 
T) ta — v) 
长 即 导 弹 击 中 目标 的 时 间 ， 

例 32 АЈ, БУМАН 
SA u 航行 ， 且 航向 始终 对 着 出 发 
ША Ж ЕР А. A а. 河水 流速 为 
zz， 有 求 小 船 航行 的 路 线 ， 

# GE] 67 建立 坐标 系 ， 设 
太 (a;0) 为 小 船 出 发 点 ， 原 点 为 出 发 
时 对 犀 的 点 ， 小 船 航行 路 线 胃 y= 
у(х), ÉE P(z,y) 是 曲线 上 任 一 点 ， 8 67 
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ДУЗЕ ТТ И A = v у, Etr, v, РИШ. У 
_ _ ldz dy 
P= 10.50) = P ' dz | 


dy = v, 一 pcos 





| dz 
则 有 da 中 为 OP S y ЕБ) 
本 二 一 mmnslng 
两 武 相 除 得 
dy : _1 
dg СТ u, sing 
212 _Y o £ р 
и, La X соса = ~, КЕ TS 
È Урма + ° 
dz x £ 
y | -一 。 — Ü 
Ам 是 4 du dr 
т =, 49 == — h 一 
z VE 


їп vl шг = — b]n|=| + C 
ни.) =o, 9 C- na, Ж 


Inu + -/1 + i) = In| 2 
x 





ERMETE] 

va 人 
we 
JR 
此 即 小 船 航行 的 路 线 . 
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第 七 章 级 Я 


一 、 内 容 要 后 


本 章 内 容 包 括 级 数 的 党 艇 性 的 判定 ， 求 级 数 的 和 ， 将 国 数 展 
成 泰勒 级 数 或 传 里 叶 级 数 ， 及 级 数 的 一 些 应 用 . 
判定 级 数 剑 散 性 的 一 般 方 法 ， 
1. HARRIE X. 
2. З) А E ХП gk SR S YE A, 
3. ЯНЕ ЖЖ НЕШ, КЖЕ ИЕ, EHEHE, Ж 
值 判 别 法 及 积分 判别 法 . 
4， 利 用 绝对 收 营 与 收 区 的 关系 . 
з. Ж] HET E ЖЕҢЕ. 
б. AARRE A Н % a. 
求 级 数 和 的 一 般 方法 ; 
利用 $= lims,. 
利用 级 数 的 性 质 
. 利用 等 比 级 数 求 和 公式 . 
利用 这 项 求 导 或 之 项 积分 ， 
. 利用 常用 的 麦克 劳 林 级 数 . 
， 利用 博 里 吐 级 数 的 和 函数 . 
.利用 方程 或 常 微分 方程 . 
， 利用 定 积分 定义 . 


一 、 例 题 选 讲 
例 1 BARI ina A, ЖЕ Уласа, а, O 收 全 的 充 要 


+ PA = 


D “з å P G e w S ка 


条 件 是 >< ЖС. 


证 设 Sata а, 1) 8 УЈа, ИРА S. 5 a,, RI 
"EF, nm 一 | 
S= 2(а, — ау) + Збаз — ap) + + + пба, — а.) 


= — Zü — @р — @3 — **" nl + па, 
一 一 о, — a, + па, 


H T limna, ff fE, Blim S, ЕВУ Е РЕ гоо, 和 存在， 因此 


Sinta, 一 an 收敛 的 充 要 条 件 是 > as Ikan. 
例 2 设 tc) 是 单调 增加 的 正 数 数列 , 试 证 当 {z} 有 界 时 级 数 








4 
i e) a. 
>| H341 CS 
O < 1 КЕ м. _ 起 十 1 — Мн < Хн +1 — Hn 
Hn+1 iatl @ 


而 级 数 > CWatl 一 Hn) 的 部 分 和 为 


Sny == ipti иу 


= un AART, lirnz, +i FTE + mx lim,s, 人 存在， 故 > (ал 7 zz 收 
usss, == л=] 








a=] + 
| — Fl" т 
例 3 判别 级 数 Dj, тае ИИО. 
і / i 
Ж Ü < в, = | isf м zdr 
2 F lin 2 
=з, =з” 
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h У) ka, ж уо], үза: 


例 4 讨论 级 数 У ч (e > D) AART. 
和 解 “> amet, д) 


-r qr: e: p_e = 


因此 当 ee HJ, 有 p>l, ЗЭУ ; = О ашое HJ, 有 pl, 级 
数 发 散 

例 5 判别 级 数 D po e БИЙ. 

Ш `x 充分 大 时 





оа О унт ГЫ 
като < 25 
ЭЕ: z Ш, натта 
例 4 ишк У | — \/1п zz 的 化 散 性 





解 щт toH 20 В. 5 























[n(1 + ж) < = 
nrl _ On _ = 1 
Іп = іп үү = In|1 т 
р ] | = 1 
一 | n+ l! n+l 
] п | Í 1 1 
(< — alln < — 
п п Мп An +1 
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(+ к) 242 
пп 1) ls n N n + 1 ntn Hl /nt+ 1 


s 
ee аи 


т 刘刚 下 列 级 数 的 合作 


1 1 1 1 
(1) = + 二 一 一 一 一 十 下 十 一 一 一 一 一 一 
3 3w3 3~v3~Y3 ЕЕЕ 
+ ++ 











N (l)u, = 
3 


由 工 >in| 1+2. ‚ ЯҢ 


1+ o lT>mG Hini T T] ++ 


| 
M 





= In? + In > + :十 加 于 二 Inn 十 了 
] ] 1 
E u н вото < уш = "шш = ga = ды 


In3>1, H 5 "3 KE, 因此 S'u, 收 合 ， 


n=] я == 1] 
(2) М муза, mn nl1, iY 


"пл = lnn’ > абат) 
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1 1 
11421) 一 nlnn 


a 1 _ 1 ， 
а [ i- ， 故 > піпт Ж. PIL 2; пп!) жн. 
(3) 当 asg2， 出 二 А3221, +, 1плС>]6и7>3), Z 
In (Tm! ) _ tnl + ln? + + + lnn ~ n — 2 





> 0 




















д” n“ © 
又 出 于 DAD жщ, 
қ = ] 
当 oD, P В і и> @>.2, р п 充分 大 时 
In(2!) lnn" _ alnn _ Inz 
n м" — ki д”! 
1 | 1 
一 =з KE < a 





由 于 > ка ш уу 200 уя, 


f$ 判定 级 数 Ssin ^л(3 + x 5 "ТСЕ. 


解 EMS (G 4 5) (3 — V 5) 
= De” У 5 уос рв 
= Sa + (— DOETE AS 
k= () 


ДЕ M 是 偶数 ， 因 此 
КЕЕ фм 5 )*] 





一 | sin[x CM, — (3 — LEO] 
s (3 — x 5)" 





一 = |sin[=(3 一 
H F 0<3— 57 5 之 1， У\(з — 5 Ў, АК Уа [аЗ + 


5 у") Заа. 
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例 9 判断 级 数 Dj “соз” 的 敏 散 性 


x x Тіт 


є | cos"zdz= 一 | sos"zdz 一 | ‚ cos"rdr 
п Ü кёз 
= кё? 
iE а. = | соз^жал, T = | cos"zrdx 
Ü tid 
mR lin ТЮЛ, AI 
tno all rno l1 т 
n > Ма) = пі! (n + 1)i! 2 п + 1 2 


1 л 1 
> 一 一 一 |/ 人 > 一 一 一 
Т тту? “n + 1 








нт D 2 „RE m 
,< 


外 于 x ШЭ, БҮ У, Ку, ВНЖ >f: cos" rd.zr 发 各， 


==] 


例 10 研究 级 数 D sin а É, руде. 

© a sin TEHE 28), 

当 a 为 整数 时 ， м. 1)" sin Р, 当 9220, 8 sin Ex 
单调 减少 , H 





к==( —1)”°581П 


limsin Êa = ü 
нос 7i 


因此 级 数 S'u A. 4 00, 


+аф1 .一 
u, 一 《一 17 sin Ёл 
ҮІ 
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同样 有 Ул, ЦЭХ, 








当 a 不 为 整数 时 ， 
lima |ua] = lim [sin(a 

此 时 D'an ЖШ. 

例 11 级 数 31( 一 1y'tan Va T 2л ERRI 若 收 化 是 绝 
мс ЕЛЕ ЖЕКЕ? 

tan snf + 2n = tantvn + 2 — nin 

— (ап 29-5» 0 (24 n D> 2) 
М + 2 + n 





ZT , , . PN 
—— А Hlimtan ——— — — = 0. ñ š Эў. 
їап у IM ип ап ntn 25 21 Wr 3 


由 于 D) э ЖШ, 故 }) |с Duan Va F Zn) 28, BR AR 
ik as. 

例 12 讨论 级 数 > 点 ИЖЕ, Н (en) 是 方程 iana 
的 正 根 按 递 增 顺序 编导 而 得 的 序列 


解 全 f(zr)=x+-—tvanzr, rE КЕ 


二 一 апт = 0 


әх] 
] 
cosir 
TEME к=ялл ВИЛ, ВЕ nokie, УМ 
lim | Jir) =+ œ, lim РС) = — ос 


т 
+ яя тж | як- g 
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Ра) = 1 — 


[Л f(x) 在 [nx 一 至 ， nrt x | 有 惟一 的 根 ， 且 


х, Є [лт — пя + > 


K 


о 2 4 


х, > ВК — 


2 : d n d 
故 妇 (а — 2)*, Kass 


例 13 设 正 项 数列 {a} 单调 减少 , 且 21 (一 1)*а, Æ А, 试问 





级 数 У | —1—| 是 否 收复， 并 说 明理 自 . 

Ж EFi #0, H a0, іта, Е. бта, 
а, 则 a>>0. 因为 车 a 一 0, MRR НЕДИ > (一 D'a, 
FEE NIF S. 因此 有 

















_ | “о, 
ат >) —) ë, и ач 
例 14 判别 级 数 


ма вм м q 2 Маъ? + 
N2— N24+N2+ M2 十 … 


УЗГА. 


Ж 1 S y= 2, А 7°, Vapi SN AFU "``" 
则 原 级 数 的 一 般 项 为 
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tip == М2 — Ua] (п = 2,3,°'*,) 
Bindi __ N A — т, М2 — UNZ E 
Б 2— vw, Мз Cu Vit 
_ Vas VM ва 1 
V Z — Dn V 2 — 1р0, ka 


显然 о, 单调 增加 ， 又 о 2 + 1, о, 2 十 1， 有 
u= М2 Hmn ENIF +] 
INHI? +=? +] 


因此 fv.} 有 界 ， 故 limw, 存在 ， 设 


ттт = A 
Н =гхҥ› 











由 me = 2-4, УУ JR 8 IR #8 
А = 0 +A 
解 得 4 一 2， Blim, = 2. 因此 





Jim nti — 1 < ] 
пә 0 РА 
ВУ Ж ЖОН У. 
Ж 2 neva А , Urp =A 2 „a n=l, 2. * a 原 级 数 的 
一 般 项 为 所 一 2— Us 《5 一 2，3，…)， 则 有 
0) = — 2 = 225 ~ ?os 二 = 2sin T = 2sin Z 


т 





Оп = 2608 „ү (н = 1,2,6) 
ñ T 
му = 0р 一 2S1n 22 
м» = N 2 — w, = 4} 2 — cos 5 = 2sin >s 
u, = 2sin эл (л = 1,2,6) 
25іп(л/2"12) 1 
no ЁЁ, _ I 2sin( л/2" fl) 本 2 < 1 
E SY SY. 


例 15 证 明 级 数 D) l 是 发 散 的 ， 
证 由 于 | 1 十 二 】 单调 增加 并 以 。 为 极限 ， 故 有 


+i) <e[i+ JT] е |е 








[ Pa т 
ЕП 22е, Te, 1) < е 
Г F 6& M 3E 15 
a T 1) a 
п! 


= ~ (л t 1)” — 1 
级 数 D 所” 的 一 般 项 不 以 零 为 极限 HARRER 
n Ë 


例 16 设 级 数 Узала, > 0), Rlim— 


Н И SS, 当 2<1 时 级 数 发 散 
证 29921, B afgal, M Hh F 





"=q, БАЛЕ, Hol 
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ln 1 
lim ае =>ə| 
当 充分 大 时 ， 有 
In 1 ; 
= > а, ln _ > @ пл = inz" 
a, < 二 
п 


由 于 У) 点 收 化， 故 У) а, иа. 


“== ] 


当 01, R atf о<о<1, HF 
1 


ln 一 
a, 
n” q 





lim 


mo 1 


当 # 充分 大 时 有 





in 4 
n 
ы е In + << alnn = ing? 
п» а. wa 
a, > + 
Fi 


由 于 了 Lai i Sla, 发 散 


n=] R=] 


例 17 (а) AARS, Hlima,=0, АЛЕ 


De py 7а 


л 


Ц. 
证 52, = ; 则 由 于 lima 一 0, 有 limb, =0. X 


H Tia, #188717, ВХ 5, 2а, x 
пб, — Abay = nb, — (п + 1)5,.,., + b,,) 


41-а, ++ +, 
F 


0 ж» 


= (a, 十 … — ap) — (a, + + + qa, + 2р) 十 Pati 


— Dail — i r+ | 


Ëo, а, 
b, — hu, = H H — 0 


(Б.З, ЗЛЕ Е, УС 1)"5, 收敛 ， 即 


n=] 


5 1)" © + a; 十 … + a, 


Р 


КК. 


8118 设 级 数 的 部 分 和 为 8, = X) g- In ,判断 该 级 数 的 


AATE. 
解 ” 设 级 数 的 一 般 项 为 w,， 则 


l 1 | 
н. 一 у иш $a 一 | [nz K In( — 1) 
=] k | | Ë 1 k " | 





-r 

н 11 
-二 

=- 55 + | | 

im үш lm — g t o| t/g 


HT У) Laga, вк Ула, сок, 因此 Уа ей. 


м = | 
|19 设 > innia t Da 十 2)*, 问 a,5 取 何 值 时 该 级 数 
#— ] 
Ц 8. 
E u= Ina(n + 1) Си + 2)° 
= lnn + aln(z + 1) + lniz + 2) 
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= (1 Ба binn + alj 1 + > + pln| 1 + £) 
= (1 Fa + Вап + a| i- 5 of 点 | 二 
2 11 21 1}. 
тзт, tell 








1 1 
= а ta tolan + (a +25) L а +45) А; ol | 
当 1 十 a 十 5 二 0， a 十 25 二 0 ВГА ОИК, ВЕУ 
а == — 9, b=] 
例 20 设 Yla k 试 证 lim + Ska, = 0. 
н = | тко F 上 一 | 


解 设 a, 的 部 分 和 为 $,, 由 于 Y las 收敛 , 故 limS*=S 存 
n=] л = | 
在 


> ka, = aj + 2a, 二 + na, 


к= 1 

— Š + 2 (S. — CED. + 3‹5» — Da) + ven + HS, — Sa-i) 

— “= S, — 5, — nE — Sa-l + из, 

Ly 1 ... 1 

z дука 一 一 n Si Кою: T F Saai + 5.) + 5, + 5, 
因此 

" ‘SS 
lim лаа lim S Ter Le T >, + lim " + ig, 


скі Jl 





所 一 Hao 


km] 


=—5 +5 = 0 


z+ 1 i Сыл 
例 21 8 a=, 定义 [| ya = $e EP е, = 
н =1 n=l 


У aa, 1] (n — 2,1.) 7 HEHH У ‘е, АВЕ. 
一 "—1 


k—1 


* 


. б С 1) (— "МТ! 
证 с„= У \ a АЕ 
> k Ми ++ 1—# 
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= 三 — 


= ет Г 
арз А 
Нше„з©0. Ж Jen #Ш. 
例 22 设 >а. 为 正 项 级 数 , a, 单调 碱 少 , 试 证 >а, ак 


充分 必要 条 件 是 级 数 > ar ЧӨ. 


H =] 


证 设 > срэб ЗВУ 5, Е о, ПЕЕ а, 


单调 碱 少 且 非 负 ， 有 
5и a + (а + ap + + lap t e H art) 
< a + да» + +9 4 тан — 0, 
X. Sr= a+ a, + (а + а) + + + army + - Har) 


> a — a + Ba, — + Plan 


ш > (а + 2а, + Zaz 十 ++ 十 ar) = 14, 


2 
因此 5,18 Preso, AH 
而 S, ERSS. AR 
[i S, В Ў о, AA 


因此 2а, 站 化 =з > ота ШК. 
123 БУ] 5,=1, S,, S;, 6 НАЕ 29 一 8 HN SHu 
(и. > 0E, UERS 21и, ШАУ PERI S, ск. 


. ОБУ + 


证 H 2S a =S, HN Siru, 5,20, H. 
а ара ИШ ә) 一 


F н. 2" 0, S > Ü і фл s, 220, ЕП LS. tA S JII, AHS Sl, 
ТЕД 5.221. E 
О < Nr m S, < ү — Sart КЛ ~ У) 


< Сау 1 + у LEG PIE 一 Sad — Sija — 55 
Pr Уи, ШС, MJ > CSa — S, НС, СУУ 


Fa 一 > TE ии 2) = | = $) 
k= | 
AWER, ВУ 5, Ww. 


ES ОХ, Bims, F. Wims? 存在 ,由 于 У) CSia 一 S2) 
M—F. ` #] ais a и— | 
时 部 分 和 为 


ЫЗ 
— 7 Н т 1 
za 一 Ci — Si) = $f = S: 


È 1 


klime, 存在， 因此 D Sio SO 收 化 ， 巾 比较 判别 法 可 知 


n=] 


@J24 ИЙЕ Y e HAURE, CME AET u, 与 部 分 和 


м | 


AMTK 25:=2н5,—и„(п52), Ш м2. 
解 由 2,5;==2н„5„ 一 于 和 








2.5 CS, м.) — — #„ 
ИП Жыр ] 一 一 【 7 S |) 
Sy 
S, = — 
i 1 + 25,- 1 


" 254 + 


HS =a, f S=, S=, ЖИЙ 


— b O Oo 
] + 4л — 2) 


_ Z 
] + 4n — 2) 2 
Il! S= а 2 
| 有 2 >x 2 ] + AG — 1) 


1 таи m 


ы cjn 2 L 
出 二 imo, = lim ус —1) 


© 1 — 


к Б. 
例 25 讨论 级 数 D |1 — “ШЭ” |" 的 笋 散 性 与 参数 p,x 的 
解 当 ，* 充分 大 时 ，1 一 二 22>0， 故 级 数 为 正 硕 级 数 














I "Т 


由 于 [i шту, 





M (е), И À. — Шр 





lim —= lim ЕГ AE т 
м аге. T, нж. А. | 1 znz | 4 im ( y.) 
— — 一 


利用 考 吕 和 劳 林 公式 有 
. 255 " 





limlny, — lim | Inz + Zn 











Г 2 
. п{— ж1ан 11 一 -nz Кк | | 
het 
тіріп “lnn ] 
= lim| — 2r + n 








буп у= 1, 因此 lim 闻 一 . MM p+tr>1 时 ， уд М. 5 


pHi, D 0. Ч р -л2>1 8, а. R SR. Рх] 
=] n=] 


时 > 12, ЖК. 
+ 1 
究 积 分 | {I mait 
例 26 EIRA |, і + жег | 
| = а= 
Жї |. ] + x"sin° = 
si (q+ 1r Дт | _ ú 
Е >|. l + жип ( 令 i и пж) 


一 站 Де de[ — 
ü >|. 1 + (nz + Рп — 
* d: 
|. ] + Сит) 
dz 
1 + inny sinz 
d: 
ио 1 十 P2sin't 
Е И d 
1а 1 + (@' + Dy 


= алап мМ + у) 





t = 


(11 b: = (nany) 


[ 
Сы 
3 — 
F = |a 


(4 у = tant) 





| 
го 





+= 
й 


256 * 


K т 
== =e = = n T 
мВ + 1 А Соту + 1 
— * di 
同样 Has? |, 1 + tan + mTwY°sin°# 


т def 
== — —— qt, 


(a H 1) 7 十] 











к in Tya 
故 当 we>2 时 ， Уа, 收效 4 ао 时 ， Su, 发 散 ， 因 此 当 aə2 
HJ, ТНТ, 4 a<? 时 ， 积 分 上 发散. 
1 _ m 。 i _ 
例 27 вя D 4 = 6 RAR D) че рунку 的 


H= f 





和 
E 2 
CEE A AE S 
ОКУУ ГҮҮ 
可 得 А=—->, B=+, C=0, р=1, E=, F=4 
ч 1 


21214 1 
=+2 + 22 я+15 4 Og 


a=] 





II 
> | 一 





4 re 
х _ 39 
4 15 
ki + 652 + TIE + 5 
s" 
5i] 28 R hm 2, 2, TEEST 


解 lim>, (人 二， 


_ У) (& + 1С + 2)( + 3) — 1 
ЕК (k + 3)! 





А l l| 
= Yla arii 


=Á !'=— Ё!\ 2! 3! 
_ л, 1 _ 5 
Sity T 3 


一 1 =M --1 
š SY а 的 


„d 
W i > — + — _ 十 十 = + 


r. 





еу 1! + £ 


— ] + жб) 
Се) —шз(т)—], 5‹0) == 


S el | С + |! еј “ат | 
й 


т 
1 `] „з аон — 3) 


+ mm 


H S(0)=0 #C=0, Mk РАП ЖУ) 
Р 可 

S (Ca) = е] e- 

В! 30 19 a—a =d EM), lima, = +20, WWE $R Ж 


z 
2 


Ях 


> а.а 一 R, ЖН, Ж т-д WJ E Ж. 
证 由 得 


2.4 = а, + md, Qnia — dp = Md 


r=] 




















def l nt — da 
н, 一 == —I 
Entin HL‘ y - H (а, 4 — tt, да,а уам 
_ 1 l ] 
та Яр" рт atii npg" n 
级 数 的 部 分 和 为 
£ 
Му, == А 
х= } 
Ë 
_ 1 < l l 一 | 
mad 2 @ 有 这 站 十 A ntm- | tt, Fn 2** "(L ры 
_ L | — a 
ma т EET Em 


XH Flime, = +e, ñ 
1 


lim.S, =: 
he MEA a, 


Б] ЖГ. Н 
一 ] ] 


Haia +17 nt MdA Ror el, 





m= ] 


例 31 RAY S aretan Б ; 的 和 ， 


» 1 
I He Arct -一 一 
ga an 51; 





tanla, + wa) = tanl arctan r: +- arctan z] 


. 259. 


1 
tg 2 


1 3 
Š 
tanfu, + uj + ta) = tanfiu + us) + u) 


L, 
1-3 


| 2 ] 
= tan! arctan 3 + arctan 一 一 














18. 
2 1 
3 t 18 _ 3 
2,174 
3 18 
а w РЁ 
КЕ tansa = =. 则 有 
tans, p= tan (s. + Мал) 
= 1ай | arctan ү + агсіап TOET 
_ nl 2 十 1 n+l] 
加 Л 1 “at? 
n+l 2(n + ]): 
ГУЧ S. = arctan т) 
rm — — — н — 
Darcten эр = lims, = limarcran - ОЕ] 


例 32 RAH > zz 的 和 





解 xy sm sinar _ УХ mer) 


z == ] 


= Im| У) 


R=] 


rE 











=mi Ç eD] 
E m| 2, H Í 
— Im (e° ) — Іт бе" "у 


— е Im (е ү 


‚260 • 


— ee ¿Iñ (зіп) 


例 33 证 明 当 !zl<1 时 级 数 У х"віппа 与 2 ух совпа W 


HREM, KP a 为 任意 实数 . 
证 这 两 个 级 数 分 别 是 


Э (л”совле + lr"sinza) 
Жайы. 241 В, AEBEK а, rel, H 
У) ("со&ла 十 LT "атта ) = Узе" 


п= | п = 1 


Уке” = | £“ 





一 же 


хсоѕа + ITS 
1 一 zcosaą — izsing 


Creos + Lrsinad{ l 一 Teose + i+rsinG) 
(] — лсова — irsina)(} 一 zcosa + Lrsina) 
reos — r? . х=іпе 


= T r 2rcosae ` 14 z: — озова 


zama 
> S 1," snyt = - 


< 1 十 了 一 2zcosa 


2 


У) mg соб — T 
571 = — — — 
] + =° 一 2тсоза 


这 也 说 明 两 级 数 都 收敛 . 

Hj 34 1 Ра) = e a = f (O), ПЕ В 2 Ж 
У) aa 收敛 ， 并 求 其 和 

Ж Н fG)= ——— Шай а= JT 0), 有 


l= {(1—тж—т°®)/(т) = (1 — r — zb) Dana" 


m= 0) 
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л== == Ü т = () 
= ao —+ (ef — по) -十 У (Cl. , э — a: р — а)" 
r= l 
Е iB EK Ж RA, 11 
и, == lsa, — dp = Ūras — in а. = Ü (n = 0,1,4, 


ЕП a, = 1, a, = 1, aut: = anii +T an (н = 0,1,2, 15.) 


G a а “л; — @„ қ | 1 l 
t Dt У) 


0 С АС н 二 之 п=0 4434-9 пі í) 


Н.т AN 














k J 
fl di гр 
Е 2. ёі Е а рро 
_— Jl __1 11 _ Q 
С а а а, Gati 


HI 8 TË 2: sÇ про Un] а, №. Ф = 2р1, 
а, 2= n, hma, —— >> 


п 一 下” 一 = 一 


`) 


iat ims — ta 
故 六 u kan. BRAH 2. 
Iti peet L 
gl 35 ENAR Сыз То 收效 ， 并 求 其 和 ， 
E aaa 


1 __ Е __ 
з= н _ З (k: + 1) ЕТ +?) 


a] 


k + 2: 








" 262 = 





























__ #L ы] 4з __ “> Яз __ Ha ... An _ б 
2 3 f 3 174 5 T I+] n + 2 
__ р Я 5 41 бїз cl | Wn — н 1 ЕЕ (4 
=> t 3 + 4 + + п + 1 п + 2 
1 1 1 
_ l 2 к. | п а, 
=» t 3 + 4 + t+] n + 2 
-4 [1 1] [1-1 
=a t 12 3 + (3 4 | + + 
th 
л п — 1 并 + 2 
— 1 l 2. 
п + ] nt 2 
1 ] 
1+ — + + + — 
lim 一 各- = lim — 一 一 п 0 
нс A 2 ажо Й Ч 2 7 
lim, = 1 


故 级 数 收 化， 且 其 和 为 1. 

例 36 设 正 项 级 数 51a, 的 部 分 和 为 5,, 试 求 级 数 > aue -er 
ис. р "т. 

E # Ya er, WS. 有 界 ， 即 3 M>0, (EY n, Я 
S.<M, TE 


— S e S ir| ш М\г| 
О = Ae = a e =a, 


xf V 下 和 一 CD , + oo), "вЫ, EERS, XEF Sa, ШР ЫЧ, 


根据 比较 判别 法 得 知之 ,aue “收敛 
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E Уа. Шт, = оо. 4 <0 时 ,由 于 ae a 
ы Slae RAR, 54 оссо 时 ， 由 5, 单 请 增加 ， 有 


- . Я 
$ =< ae — e (5, Sa) <| e “dt 


п 1 


一 Ы tr Иш - {т 1 
=1 7 4 , п 


T= н | 


КУН Хае “ ЗУ, 


= 


因此 ， 当 Ч Хуа, ТН, > we BRA со, +00); 


当 Уа, 发 散 时 ， Уа" СЫ (О, +оо). 





例 37 对 p ПЕЕ У) i 的 收 化 域 








li Cia +i | — h ] ] 
i па Ми cn + Dln + D? ная 
Ins 


рая 

H. 

— |] t o = 
арғы |) | 


W А = 1. 


q р>] В, 


і = 2 


(— 1)” 


ЕТ 
мр1 В, D сүр, 发 散 ( 利 用 积分 判别 法 )， > S 2: 17 k 


AARTEEN, КЕПЕ ЫЕ — 1.1). 


ИХ, ЖЕКА ОНГ — 1.11. 
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当 Оре], ФЕ х= l, 级 数 为 > <= 17 ЦСУ, 在 х==1, 








пп 
级 数 为 一， 出 
l 1 оп? 
йт mm/ == йш ү = t °° 
及 У LEREN, TA > -一 发散， 故此 时 收 敏 域 为 
[—1.1;). 
当 <, HT 
] f 
iR pinn кешт T °° 


шз 


Ww У) CL l ж, арус 1). 


一 ир 
n= 2 





例 38 求 级 数 Dhith -+ 二 jz A | SX J Ae FU PÄ 
xy. 


dl 

i итп Pi wa 1 

= 45 1+5 

==]. 在 х= 1 处 , И) А Р, Д нк. 因此 
ЦС С —- 1,10. 


= |а | 1+ 


п СЕ 


一 ] 

















S= Дарв +L |> 
= Буре +» + +261 
-2 
т 


” 260 ° 








_ 1 fll 
-ih rat 

_ _ hn 7) 

o ] — = 
例 39 
证 明 У) AD ее. 


п! 





т== 0 
WE fol) = g7 = Р 


Ы 6—1 
Хбх) = rf, (z) = <+ кт 
} Ë! 


= | 





点 -= | 


L 


加 ; "= Ё" 
Ғғ = rf (=) ==: 





因此 fl) = У) ч 


y € 


— e” 
b- Ù Ё! 


例 40 


а, b 为 实 常数 ， 叉 设 ftx) 一 у, = Y, 
(|) 全 导出 fir) Rb ДЫР} DS y Л Ж: 
(2) HEHH Firs -efi r). 
- 266 • 


设 0) =e", fa Ga)=zfi(z)Gn=0,1,2, 1 


19 站 一心， у= l, Hanpi Qu, F Oly] (л = 1 + 2, „+ 


), 


), H. 





= ОТИ 
9 (1070) = 2, а l 一 У, л 





и, „— Hat? À 
Га) = 2, tn D 291572 = > и: 
出 Hati au, bu, - 45 
Fiz) — af (z) — bf (z) = Q ж) 
СО) ==, = 0, J'*(0) = щу = 1 {к ж) 


(2) 2 g(z)= —e”* f (— т) 
g'ir) =— ae” fl ж) еў С т) 
glr) =— ae f(— zY + 2ae f'e r) — е" хт) 
ЭЧ g'ir) — ag! (z) 一 фубх) 
= — e“*(f"[(— z) —aJ'(— z) — ВРС +) = 0 
ИП (хо Жїл Л ЁС +), X 
о) 一 一 CO) = 0 
g (0) =— af (0) + f' (0) =1 
故 gfz) 也 满足 初始 荣 件 (* +), ШК еб) Сс), Вр 
faz) = — e**f(— r) 


| 一 9 улна _ 
рап ае SY e(a + d) (a + 20а + (n — Dd) „ 
m: l 


20) + Спа) 
的 和 函数 (|x| 1). 
解 SHAR Sie), Mi 


"л 


бууу SA аа + 4) (а T 22). (a + (n d) ,- 
> (z) = 2, ddy {nd) dll 
Daga мз аба + Фуа + 24)--- (a + (n — 1)4) 
(1 — z)S' (z) = 2; ddyo- (d) l 


村 一 | 


п — L 


{пт 一 нұ} 


Ёл 


= s) 99 + dlet 2d) (a ү nd) 


本 一 时 d{ 2d) (n + Id) (хп -十 1a" — 
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аба + d>(a + 24) (а + (m — 104), у^ 





2; d{2d) (nd) 
_ а Daulat da 22 (a + ба DD, 
Td dOd (nd) 


+ 
UO + 1 a |= 
+ 


У) аба + Ф) (а + 24), (а (nC Dd? n 
r=] 


li 


ахх) (nd) 


| 


5a 二 ау) 





dS(z) _ а dz 
i+ óir) d 1— 
lni + Sin | = — Snll— с] +C, 


1 + 5(ж) = CO — ж) 
H F S(0)—=0, @ C— 1, B 
5х) = Q — r) 1 
例 42 Was ASA 
1 1l 2 


S= + + x + $ + ы То) > 十 Š x F r + = ` 
С т 1 
к=н: 


其 中 а„==а„—у-Еан—ә(л==З,4,е-). 
(1) ВЕНА S rS, 
(2) RERA. 


# G WE lm HFE. BERBA a nG). 








2 
a, аа | Јан ања) 
Gayl i y Aati 
2 _— I 
— 1а; (q, — dtn 1 JAn] EF 31,1 7 di] 
— TT OO 
tl Antin 
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__ la, (ë, 一 2,1) 一 ca 1 | E: p — аѓ_, | 

















4. +16 dant len 
__ аа 一 anane | — ... — ат — asa) | 
Е Hn ln 4.418 
L — 2 Xx J| 
— 1 21 =< 1 < 1 (н ш® 5) 
ci r 14» (P am Рі 
A O Aa 
故 级 数 二 + >l; 一 一 全 | 收敛 ,因此 其 部 分 和 
(їл 
„== 
#41 





a Pu 
令 m co 得 二 一 1 十 4， 解 得 A= е 


记 原 级 数 的 一 ДЕЛЛА {э 则 由 于 е, 0, H 





. ЁЁ . m ©“ н 
lim = im 25/9 2 = lim g 
= l ч] 
УО —1 
故 原 级 数 > u, HA 
(2) H „= s uH Eina 
得 Du = су Out 1 Du, 
й = 2 = 4 Ё =. 3 
B _ 1 1 _ 1 | 1] 1 
| S, 2 22 2 9.1 2 十 人 
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_ 一 ] 
HEHH > =>] R. < p. 
例 43 让 明 当 = РЭ (n Yn 
+ ___ l _„-}_}__ 
(п + 1)-Ў л nin 1) 
хра DFP 1 _ 1 |= и (7 КІ r г : | 
= m n+l. Уон Уп + 1 
根据 拉 格 朗 日 中 值 公式 
br — а? = pš” !(b — a) (£ жа Fj b Z HI) 
А-1 афр 1 1 - 天 -一 
m5r PE |a шүү 
Г 1 1 
= | - . |] 
Фп БЛ Yni: 
пер | l =) ie а (д @< 1) 
P) Sayal (Yn a +1 
ЈЕЗИК ЕЗ) 
п + 0; Р Ун + 1. 
1 1 
Р AMF] 














| 1 
= pi 1 === 
Р ИП Уп + 1 


例 аа й а) = 515 G< r< D. 


л =] 


А, 


(1) 证 明 Р) лаб ar) = 


65 ' 
(2) жг= | 21 





In Lda. 


= а) gra Floxln(1— x)) 


"270 + 


Роу + Са = ау + 


X ] — ух 
— ri 

- у 5 一 十 | УЧ =” а=” „1 у! о T) 

=—1 n=] n=] 

ыз &— 10" а — 12" 

т> ” 

| ч (1 ж)! ` — z)! 
- 55-0 0 у 5-6 уу О 


янь ] i= ] n=l] H=] 
= ü 
АЖ J(=)+J(1—z)+Inzln(1—+y=C(C ДЖУ) 


X /@)=6, уа—0= У) £ 


n=] 


Hmilnzln(1 — z) = lim (— vlnr 


tr" >ü 


-mo 应- 


Wy а амаа 


! e] 
(2 1 = | 
аё 一 





In 工 dz 
r z 


ё— r = y 1 
————— | асо y)d y 


| y 
= f Bay - smj g) 
1 У У | y y 
шотшо Pig = 100-2, 
— linaln 一 | 一 一 
yii | y 2 z dy 
pa = R— 

= — [n°2 У 

+ 2 тубу 


* 271 ° 











一 一 |1? + 2, > | 
一 一 in*2 + > 1, — > пул 
在 C1) 的 等 式 中 令 x 一 方 ， 得 
A 
全 -车 -学 


l Jaa. , 
例 45 ааа аа) T AEIR 


数 . 


解 _— S d 
(1 + z)(1 + zA + rt + =) 


КЕ 1 — + 


(1 — z)(1 + z)(1 + 22 (1 Бх + x°) 


] _ = ы 6 _— | КГ 
- аа оуан а" Уан 
Т н -- Ü r= ü 


== 0 





1 — z + r” — r" + "аз 十 g! — gp!!! + +. 


{46 1 fir) asa o 
І T} == 
1 zT = (0) 


试 将 f(x) 展开 成 x HERB IREM Y) С=О" 的 和 ， 





f _ ] — — __ n _ M 
H (arctanry)y' = Ti 2, 1r 


. 272" 


arctanz= | { > (一 1)". =] d> 


=ü 



































== _ п..2н4-] 
= > а х Є [一 1,1] 
қ == Ü 
1+2 (— 1)" 28+ ] 
Хбх) = = У 2 十】 
Е == (— Der” ( 一 | Da aiii 
и 2, 2n + 1 > 2n t Í 
Z (— D'r ên (— Dtr" š 
=1+ 2 m+ + У) 2n — 1 
— ` 2(— 1)" Zn [一 ] 
1 十 之 Tr = Є 1.1 
n=] 
r=1 得 
1 十 1 у 2(— 1)" 
Tarctanl = 1 + 2; аур: 
з (— 1) _ т _ 1] 
— ] 一 А? 4 2 
12 
] + +% + `" + + ` 
ү Е = 12! 912 
例 47 Ж г ВНЕ 
sta ин 09 Ta ПЫНА 
解 изн ЕР, TEA q. MHF 
m? т° g!’ 
р 9471-8 5 + иг 6126 T g2 7 1029 T 
. са 
i= Р. д 
《一 Do D- _ te ат 
例 48 рә =з, Ж], түе: 
Tee re ye 
# |, ] + е" = |, 1 下 Ed 


. 273 ° 


一 | ze (— D'e dr 
#-- Q 


| Sd re “Ау 








т- + ] 
=) | сят 
— (— 1)" = ет" – la) 
= H i lo 
aED w 
— n” 12 
dr 
例 49 * | rie™ — 1) 


| d. _ u ман l HE Ди 
ü г? (e= -一 1) 站 Р" — ] 0 ] — е“ 


- ¿= p Tri 
Ñ —ún J | Y tu А — {л + ]1%н 
и Уе du = >| не TE Ndz 
Ü 


n= я ы 0 


| 
—n 














—] í ` ы += _ | 
— — не (a + ling а е tl ы) 
nog “^^ + 1 элг! Ü 0 i 
Сар. ые 
КЕ С | - imn + lime __ > i 
8 (я + 19) . (n + 1yr? 
н - 0 м — ü 
э. т 
_ 1 <Ç 1 _ 1 = _ 1 
= > = 





例 50 证 明 | - с 


| _ 

证 |, 932 SINF р 
5 vr 

2 1 [< a  (— 1” С 1)” r” !? 

|. > = 二 | > { 21)1 2. (2и — 1)! ү 


s i] 








. 274 * 


| Кн 1 yi" gint ] prti | ] 
— —— menmu с =“, — — -. a dr 
| t ån)! (4 + 1)! (dn + 2)! + ú 





$ + = sini 
Ü > | 


то 一 二 [二 .了 | 一 到 一 
> 一 1 一 了 | = а —1>0 


| | ,+ 
ыу COS dr >| S1I1.T d 
a] — +° «МТ a 


例 51 Ж/‹ш)=2-+— x |( 一 1 所 x 所 1) 展 成 以 2 为 周期 的 博 


ERY. ЗЕНА $€ У д 的 和 、. 
Я fir EAN, I=], W б„=0 (п=1, 2, =), 
Qa 一 z | Fedr = 2| 2 + х)ах = 5 


+ 1 
а, = 了 | }Ст)сов ат = 3! (2 + +r)cosnmz=dz=r 


~ 2(cosnz — 1) _ 2((— l — 1) 
nn п?т! 


O п 一 2Ё 
TẸ z4 
(2k + Din? п = 2Ë j 1 


Fix) — — + > Th ros (2k + Inr 
= Jf <=) 一 1 = += = 1) 


x T= ü Hf, 有 


"2270+ 


зру t __ = fco) = 
2 十 2 kF 1) 100 = 2 





у r 
Ži k+ 1) 8 
У z7 > ату t > Ey: 
Epaia 
解 得 > 2-9 


n=] 


例 52 ERR .Fz) 在 [一 rr 上 为 连续 的 偶 画 数 ， 且 
f| 5ta] =—/| ®—т|, ШЕЕ f(x) 的 以 2x 为 周期 的 余弦 


RAP, Жа, =0 (п=0, 1, 2, +з). 
解 an= É| fx)cos2nzdz 


一 | f(z)cos2xnzdx + + | .Acz)coszmzdz 
? 


在 第 一 个 积分 中 令 к= t {ЕЙ Eh >= 5+0, W 


— £| 
Ё о 一 ш 


Д х _ г | соз (пт 一 ?nt)dr 十 


cCOs Cnn + Pnt Ydr 





Ë + š 
一 2 |: | ° — tj cosCnn — 2nf)dr + 


zj? _ F| ri — t| cos (nn — 2nt)dt 


= 0 (n = 0,1,2,-=- 2) 
例 53 157 Ва 39 Рт) (х, тр ар, р vy b, 是 f (=) E 
. 270 = 


Wasa 2 ЗИНИН ЖЕ, HIENE HRR n, 
m Sal + HD <l PCz)dz 


й | 


证 + 2 + > (a,cosk=r--bsinEzr)= Y, (r) 


шй os| Са) — Sr) Fda 


= [| Pade — f 78, абз + | Side a) 
rH Яра ЖР) JE ЗЕ 2 MERR E УН 


x 再 N z 
| т) | Е + > (a ,coskzx + sinb) | йт 
т — Е # =] 


а? 


эл + PG + 22) 


| Ле, аах = [Жоо + > Сахова + bisinkz) Jaz 


2 
= эк + Уса + BD 
k=! 
代入 (1) 式 得 


я | 2 н 
0 < | садат =] 2л 十 «2, (а; + AD 


Ж: 
гә |. 


+ Уа < T| Pada 


k=] 


· 277 • 


гт 





第 十 届 北 京 市 大 学 生 〈 非 数学 专业 ) 数学 
党 赛 本 科 甲 、 乙 组 试题 及 解 村 


А 题 


(19984 年 10 月 10 日 EF 9:00~11;30) 


一 、 填 空 题 
1， 设 y= 一 zssinr， 则 y” = 
2. WAR y= f (>) Pf И. НР) = ， 则 


该 范 数 满足 的 微分 方程 为 . 
3. HA n T A H3F3E$4 ВЈ z REMA, 其 一 阶 导数 的 不 相等 
ЕЛИ # ЛУД 个 . 
4. Ú Fr) 有 一 阶 连 续 导 数 ， 且 7С0)=0, F=, Hi 


limL1 十 Fr = _ 








5. [апу dz == 


6. WARK x 一 x 十 f(y 一 z)， 其 中 可 导 ， 则 该 曲面 在 任 一 
点 处 的 切 平面 必 与 向 量 {1,1,1) 
人 x= Ü 

*— 1] 





7. ба) P PM Ja — рах = 


Ll И 
8. =1+ 1+ 17. ІЖ’ Мт = 





9， 设 fz) 在 区 间 [ 一 x,x] 上 连续 且 满 足 rtm fir), 
M) Fe 的 博 里 时 系数 ax, 一 (n=1,2,*--). 
+ 281 ° 





i L gyar 
10. R 了 一 П Aeropdzdy, 其 中 {дү ‚ ШТЕТЕ 
D ] = == 2 
坐标 下 的 二 次 积分 为 C — .， 
J H 
=. фа Oy) (0)=0, 用 (1D)=1, А558 = 


хув" * (жуш), Ж x. 
=. СЮЗЕ Е B] lad] kE, FKH Са, h) A Hf SF. 


Оос, ЕНД ЕГ CIC БУРЧ ЕЕ R 60, 2. {6 





2 
sinf, 
РЕ, р = /f' (š) ) csE 
.证 明 : 在 cfzr)<0， ше у (х) у= 0 ВЕ — dF 8 


E., СЕЎ Й ЛАВС. ERA Persey), © Sy) S AP |+ 
ВРІ + |CP|(| | 表示 线段 的 长 度 )， 证 明 : Æ Сс, у АУ 
РЬ. HEPA, Р.В. РУСЕ ЗЕҢ} 8 W. 

六 、 设 年 利率 为 ?， 依 复 利 计算 (所 谓 复 利 , 足 指 过 一 定时 间 ， 
将 存款 所 生 利 息 自 动 转 汶 本 金 再 生 利 息 , 并 乏 期 滚动 }， 微 在 第 n 
年 未 提取 天 元 (Sl, 2, =), ЖК ВЕ ЕНИ. ОБЛ 
需要 存 入 本 金 为 多 少 元 (最 后 需 算出 与 н 无 美的 结 D? 

+. ВЖЖ fO) 具有 二 阶 导 数 ， 且 700220, TEL co, 
+eco), AŽ (ту ЕЕ E [0,2 | EIES (a0), ЖЕНЯ 


| [g (zy Jd: > ШП аг | 


Е РАЗГ, Б] ЛШ 
JN. В Р(х, у). (х,у HA ТЫ, 日 对 任意 
实数 Tos Лр ЖП L E IF З R, wf 


| PCryy?dz Qir, y)dy = 0 
+ PRP * 





其 中 了 是 半圆, у= y HV R Сс), Щ Р(т.у)==0, I8 =), 


JL. GRY > н„би„>0)Ж НИ. M S Su tu HF ias HE 
明 ， 
= W... 
(1) 2 ç AMG 


(2) > ç Wk eq. 


m=] 


Ho à Br 


Ce 


( 一 1)" 2z#- ] 
Li (n — 1)!" 
— s" CD ca]? 
= ] (2n ii 1)” 
H 22 十 2 一 10， 得 na 一 4，2" 的 系数 为 


— 1] СЛ + 
n y" (0)= —720 


故 填 一 720 
Аа ЕЕЕ 
HA О f(z)=0 
3. Ё л— 1 
4. HIT (х), Æ 

lim/ (z) = }(0) = 0 


—. 1. x = x °s1nz—= x 


lim f C) = lim ZG — fW) = F(= | 


=—üÜ -t z— () - 


lim[1 H f(x) Р 


_| rt 
~—lim| 1 十 f (ay tla Ó 
T= 


-263e 


lir Бпж2 — 
— pri = ек = ë = ё 


НЯ е 


>. 全 t=inz 
ага = једе (УЛЫН н W) 


=e — at let p nla — 1 eft — += + 
(— Patte 十 【一 je 十 二 
= раху)" — nrilnr)" i + nin — l)rilnr)}" 2 — "e + 
(— DDta 1 elar + (— D” 1 r + C 
战 填 а Сла т ад)" 4-ти 1) ол)" *— -+ 
(—1) Tta nrt ln! ]+ C 
6. 其 和 面 方程 为 
Fizy) = r + f(y — z) — z = Ü 
EE HEA 
n= IEEE = lha — f' — 1) 
n+ 41.1. = 1+ ff — f' — 1 = O 
ëk 下行 
ып(х—1) æl 
7. кер 7 2] 


[sinc — уал = — сох — 1) + 6 
[ce 一 1)dzr =e“! — xr + C, 


由 于 [Aa 一 D dz 是 连续 函数 ， 而 
lim [— costr — 1) + C] = C — 1 


РИМ ал 


ит (e! — zü + C, = C, 


—] 


Н (;—1 =Ü, 


" 284 ” 


—cos(=— {УС х2=1 


на 5 一 十 一 十 已 r] 


2 2X3 UT a ся) 








зрна 
= +4051, 
lims => +2x t= 

шй 


9, а. = тЇ /Стхусов?нтйт 


| 


Ü m 
| firecos2onzrdx + 4 | (х усов?нх ая 
_ А 
СФ r =: + m) 
_ 1[" 1 
= | foycospnzdz + P: J 一 fjcosonidr 
= () 
Iy É 0 
2с 
10. # Г. ЫЗ] сое Cpcosg,psing)pde 


rhe 
Z, Эк TIS (ryz) 


9° ? 
or zf (туж) + тук" fr ym) 





ес = F (ryz) + хуз f'(zyz) + 2тғух ў" гух) + 
ху? f” (m yz) 
= J'(zyz) + 3zyzf'(ryz) + riy f" iry) 
由 题 设 
Злуе ["(туж) 十 F (ryz) = 0 
“> ryz 二 :， 有 


285 • 


"ау — РО) = 0 
A (у= р), JERA 
мра) + ри) = Ü 
解 得 |р =- ginle] + C 


， | 
H 2017-7 (1) =1. f## C =1, 8 





С) = рб) = 
ú Р yF 


fO) = = + С, 
H f(0>—=Q, 得 C.= 0, E 
Тау = ЕА 


=, ЕА J 
ЕСИ a+; Р) 








siné, 2 cos 
根据 林 西 中 值 定理 , 3 2 C (а,Ь). 2,6 (а,в), 使 
РБ) — fla) o PÈ) 
— cosh — (— cosa) ғап, 
T) -— f Ca) ___ Р (£1) 
sint — sing соё, 
HA (2) — Ја) = J ©) (cosa — cos) 
sinf, 
JT ED 


F) 一 fla) = со, (sin — sina) 





|4 J. 47 Р (сова — cosh) == ср (sinb 一 sing) 
] 


зіп, 


2865 * 


аф. а – Р 
siri 








— Psin 











. cosa — cosp _ — 2 Z 
НТ sinó — sina atb. ёа 
сов —— sin 
2 2 
加 а + b 
—tan 2 
РС) att РО) 
故 sing, rn 2 соз 
Вр F tan 210 — pa y sins 
2 cos, 


‚Аш у= y() EREA EE, Ж у= y(r) ЯР 
个 零点 жу, се (ал), MIAR Err A yi>, MEy Cr) 
Е 5 А 
у” =— а(х)у > Ü 
?zy 在 Lxisxs] 上 是 严格 单调 增加 的 ， 故 
у (ту) < y (xz, 





但 由 导数 定义 
у' (ж) lim XLS 一 了 ez lim уб) = 0 
ту} £ — Ж, rer 7 T] 
yaa) = lim EI _ lim уш) С 
工 Т Tg A— E + 一 +» 


В у z) y (т). Ж. 
W у=у(х)® £H — E 5, 
E. BA, В,С |Ы, ,yy15 Саза уз). Cry, ys) | Ë 
值 点 P, RERI Со, уь). WI 
P.À = t 06у — у 
РЬ„В= {жу 一 Жо» Уз — Yo! 
РС = {Xs — а), уз — уо) 


3 у. 
J(z,y)= >) M (z х) + (у — у) 
r=] 


. PRT а 


u ë = + шышт L -þer = тни Lr mm 一 —- 


р, —a ж—л ___ 
I 


| =L V (z — z),)2 + (y — x,)° 
3 
/ = >; Y У, 
《一 + (y — м) 
ЕНДИ fairo уа) = 0, Р, Схоку) = 0, 得 


га 





__ Хор 一 po 一 了 
Cro — 010 (уь 312 = V (=. — к^ + (эу — у)“ 
3 
срт УХ — eO __ 
N (za — a) + Суо у)" TE A (т, — r,)2 + (y — y; 32 
Ta Ар _ Æo — F; +ú 25 
— з ——ь—>  — — 一 = 
| Р„А| | PoB | | P.C | 


_ до Уу о Ур Уо „УЗ 
PRAI (PË IPC 
阿 武 两 边 平方 再 相间 得 


(zo 一 3 4 (Yo 一 у)“ _ КГ, — T) — С Уп — y) 


Р.А? Р.В? + 
— y jË h — z 
бу, ку) 4 Су Уз? | 
РС“ 
g Са r a) Cro оз) + yo — yed (зо — уз) 
| Pa DB] | P.C | 
Ph. P.C 
П I= 14142 x ^5 
| B| РС, 
p P p PB “РС 1 
因此 cos( p h Р) 一 一 一 二 一 一 二 
| PeB| | P.C 2 
Е] ЕН cos(P,A,. P.C) = cos (P.A P D) - — > 


AIE PA, PaB, P.C JEH) Н. 
六 . 由 复 利 定义 ， 苦 初始 存 入 本 多 4,， 则 到 第 * 年 末 订 得 二 
- PRR * 


利和 
A, = A.G + 4)" 
故 为 能 在 第 п FREER А„=л°, Was Ml Жар 
A = A, _ t” 
° (+i d +i)" 
若 要 永远 如 此 提取 ， 需 要 初始 本 金 为 





п 
2 (1 + :)>” 
由 Sœ = Dr = руна" 


toe 1 

















= 205 фуа")'}' = zs —®—|'|'б = 
1 a o eoll 
Ы У т = sl: J 
1 1 
“ту +1) _ +G +) 
l 1 u x š 
и 


七 、 证 1 将 [0,aj ЗР, TILJ t 
(#=1,7,'). 
由 于 7027220, MA 


Пру 


Вр f 








o zixl) 


(] 一 r)” 


ё 
= 58, 1E х= | 


< iye) 


= 289 ° 


了 


kal 





ШИШЕ 2 Гесоа |< < J |. вэ 
证 2 ju mz = | gade ， 则 
| gd — G=, = Ü 
利用 泰勒 公式 太 S'O, Ж 


Га) = fr) + Fro (gG) — za) rë ) 








(£) 一 х5): 





= f (туў + J Craie) 一 Л) 


[Ga aa: > | [fzo) Сов) zo) ]dz 
D | 
= } (ла + F Ce) | | ко — ат, |= af (ху) 


вае fo = £| |] коч: 


J. Hl Bino ЁШ LE-A., EETA R РЕ 
АСВ 68, FH ДТУ. 有 


| Paz= | „РЧ = | Рах + Qdy 
j Раг + Qd y = f ~ — E аду 
阿 边 分 别 利 用 定 积分 与 -是 积分 中 值 定 理 得 


аә) IP) 1 
Pey) 2R— R 1 
(Esya) + ZR Ен ду!) 2 


” 290 


其 中 EE lro Rrot R, (©) 


OR Æ .1 
PiS, yg) = СЕ Dan 4 ХА 


令 RR 一 0， 两 边 取 极 限 得 
P (ros у) = (ü) 
ЊН (za ya) HETTE. P'ézr,y)=0. yi 


ШЕ — 51828 一 [азау = Ü 
ы D 


H D 的 任意 性 ， 有 党 =0. 





图 68 图 59 


证 2 АНЕ =. HEE May), 使 于 9. 不 妨 


设 | R-E] ‚>и м suwa Ё 在 比邻 域 内 


HPR LLL 如 图 69 , WJ 





0 = j Pdz + Qay = || Ce _ 2 dxrdy 0 
于 | 十 Ë, t L. u т КЕ 
K аг 
TE 620-97, 


因此 , 沿 任 意 水 平 线段 4 号, 有 
| Faz = | Paz + Qdy = [a Pde + Qdy = 0 
` 291 - 


ACREA. 809 


Pirey = 0 
RSL 
dr ду 


九 (126,220, 005, ЗАТ, ВР 2; u, ER S, —> + cc, 
Чүл. 32 p 充分 大 时 ， 有 








因此 根据 柯 西 收敛 准 则 ，2 з. 
(2) 由 于 








ш > «т 的 部 分 和 有 上 界 ， 因 此 > =з ike. 


* 232 * 


第 十 一 届 北 京 市 大 学 生 〈( 非 数学 专业 ) 
数学 竞赛 本 科 甲 、 乙 组 试题 及 解析 


试 x 


(1999 Œ i0 НЭП EF 99:00-11:30) 





2 
2. у=. Шут 











бур _ 
йт z 
| те, ljr = LC 
пт 
+ 
5. 使 | L 7 收 化 的 充 要 条 件 是 8 满足 — ， 


其 中 a，B 为 常数 ， 月 аз0. 
6， 设 glwusv,w) 有 一 阶 连 继 偏 导数 ，z 一 z(tr，y) 导 由 gbz 一 


22 д 
сузса az ay- ba) =0 确定 的 函数 ， 则 a 2-66 5 





7， 设 工 为 不 自 交 的 光滑 闭 曲 线 ， 则 曲线 积分 中 grad[sin(z 


+ y + z)] - dr = ， 其 中 dr 二 idzt 十 jdy 十 kdz. 
8， 设 f(z)=—xe, J] 799060) = . 


"=! aaao e aar I AR 


. 293 * 


为 n o > 
10. H y= убх). 如 年 |29 . | у= = — 1, у(0)=1, H 


当 г colt, y—0, HHI y= 
二 , 设 Са ан ФЕТ АЈ X [8] Са, pP ВТ SX, 


Hlim ло? =1, гу Dadir 26у, ЩН АС) ar Са< rb). 
=. PY a. =2, 当 п 22.3 EF, An aa) 1,0 з ВЕНН: 


(1) 5 а, оа. ал; 


2 
(2) lim+=0. 
non 
四 、 设 f(z) 上 其 有 连续 的 二 阶 导 数 ， Н. 
im 上 +r 00 — e 


BORSO, PO оа [12007 
五 、 设 工 是 不 经 过 点 (2,0).《 一 2:0) 的 分 段 光 请 的 简单 闭 出 
线 ， 试 就 工 的 不 同情 形 计算 曲线 积分 


= _ y 
f ату t аа T+ 





| 2 — + ГЕЧЕ Ja 
(2— zy (2+. Hy? 


L. 取 正 向 . 
eA Sta RETA 
平行 十 其 轴 的 光线 反射 到 - :点 ? ¿Jš bae dH ТРАГ F. 


+. 设 级 数 У\ u, 的 各 项 н> О, а= |, Aa `... iU, 为 一 让 
SE ҮЗ], и! 
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如 果 lima =a, Н.а 为 有 限 正 数 或 正 无 穷 ， 则 Уш, 收敛 . 


н==] 


以 下 两 题 乙 组 同学 不 做 

八 、 求 方程 dry" Ary" tdr y = 1 АЙ. 

JL. ПЕНН, 

лп — р?) ас = пер — к") 


REK “J. VG a + (у b roK 
HP, (K = a HE < <и, D; ку К. 


解 W 


—. !. lim| cos 1\' 


т—= Са. 


一 中， -r iros 15 
aas 1 сь 1 n 
[1+ сов Ç —1)] 
ме 0? -4 
ет? 
_1___1_ 
2. y=1+—— r+] 
ЫЕ (— 1)! 
урин pDl gy1)! 
3. 在 己 知 方程 中 全 ус, {ч у=1. CAFEA г 218 


1 е0 т = 0 


dr 


“> к=0, 有 有 ] --Ẹ 





71| $ L 


== ił ! 





Inz — 1 rl 
+ | Inir 4 = | dz 一 | 全 :dz 


. 295 * 


КА Í 
= + [ра dar Е dda 
In. In” z In т 
т 
— +c 
[тиг 
#7 
jar 
上 2 N { -+ 
атсїайат arctan nvetanamT 
5. | — = 一 | — + | — 
n =+ 0 + 1 
r +... q -| = + єс 
т atctandr к dr 
[H 于 arctana] — <! — ац =| — 
1 + T ZARE х 


аа каны жш > 1. 


А. 


areta ntr т 1- Ë 
— 一 — = Ф 
Г 2 


而 | тат о я 0—11, 8р 6<2 


Ж 1<8<2 
б. ЖЕРДИ ЯА z КН 


с-а |+ . {— bà 





Ar 
а IRER 
л бу, — аф 
方程 两 边 对 yR AF 
i dz Ё | (Ж р 
F (02) ви |а Бф + a 


Ў c 
中 gradlsin(a + у 5) ] + ғ 
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и 


I 


= 中 [cos(z + y + z} cosl + yt 2) .со5(х + y + z)2) ` 
Г 
‘dz ,dy ,dz} 


中 cosG + y + zy(dz + dy + dz) 


— pasincrt+ yt+*) = 0 











ія О 
лос O 100 一 ， g" _ 一 28100 
8. бО) re 一 工 > = = 2, 一 
Ts 的 系数 为 
г ®®© 0) 1 тюз 200 ! 
200! 50! ‚} 0) = 50 ! 
200 ! 
BOR 501 
© lim Н+) 2—1; 
` п == Ha (г) n— | 十 т 
1 |т|<1 
1 
0 |+z|>1 


КИН 24 elel 时， 级 数 收 你 34 | |1 时 
Ите, Су = Пт ooo рс — o 
"оо л» (] — z) + 70061 + zty. (1 + <°) 

. 1 — д" 
一 limn —— = 1 — +° = Ü 
n— 7 — ү? 

АН. 

Ж Ж (оо, —1 1011, +оо) 


10. Же“ 
二 、 由 lim 62-1, 得 
к—=@ w ih 
Гоо) = iim Cx) = {) 
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J' (0) = lim ә == ] 


fr 一 f(0) + Р (0) + DE p (£ TE O E r Z [B]) 
+ FO > a 


=. (D 显然 a, 单调 增加 ， 故 
e — da] + ырен. = Uam] + dn- = pr 1 


由 此 得 >, W 
Я. 一 dn—] + ay = nl 十 J nl 一 а, 
АХ ТЕНЕ. 
(2) 由 于 
3 3 z 2 і ] н — | 
a, an 2 | J dr 22 >| | а = || 
l j 2)” 
有 0< a, < | 3 | 
lim 1 一 
由 一心) С 


四 、 由 已 知 条 件 得 
баалу 1 + r+ feo 


ЧЕ T+ r- Jir) | 
_ т! 








— 11 — — — _ 
Мн Г E 3 
kir limln| l + +T + Лоо | — 
了 mj A ' 
， | (r) 
ml x 十 |= o, lim 2 -1 
— u) ' [y .二 


+ 2096 < 


у f €e) 





t ， ( 
и ва 2 {а 8) = 
# +5 ЧУ sa (其 中 lima = 0) 
Fr) = Эа? + ах? = 210 + 0025) 
所 以 ХО) = 0, J'(0) = 0 
0 22, O= 
{1+ 62. J (=) 
由 lim = = lim = 
=—=( A 了 下 ry 
-lim ÉP -3 
z— Í) A 
得 lim| 1 十 fw)? = е? 
1 — 0 T 
五 、 wX, Y 时 国 项 分 别 为 Х| 4 Xos Ys Ү,, В] A= A TL Xo, 


Y=Y +Y; y H 


ЗА, (2-2) у _ дҮ, 
у ш ((2 一 ту 十 у?) — Jr СБ А‹2,0)) 








эу = (2 25 к (Е B( 一 2,0)) 
AX ___ 2 
有 dy От { 21 А В) 


Щ £. ВСР AA H А, ВСЕ 70). Ш 1—0. 
= АК р А А, Аа ВЕРО 71), H: 
1л: 0—2) 4- у= (r БЕ) 
B L, ТМЕК Ий D. 


[= $ (X, + Худа + (Y, +Y dy 


一 中 xd + Y dy + b Х,іх + Ydy 
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yd ` 《2 — х)ау 
= j + 十 = +0 
L. r 


= L| — 2дхду = — 27 
Г 





图 70 
图 71 


同 理 ， 当 工 所 围 区 域 包 侣 吾 但 不 包含 А. 有 了 二 一 27. 
м L 所 围 区 域内 同时 包含 А, В, Ду L I l F, Hz 





Lo: (T+ 4 = r 
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i = j + j Хат + Үау 
r. L, 


中 X dr + Y dy + () + 中 Adz + Ydy + Ü) 
l t °F 


= — ўл — 2X =— 4r 

Ж. ШШШ хОу 
а ER L Së т ЛЕ 
而 成 ， 如 图 73 建立 坐标 
系 ， 候 设 平 行 于 了 轴 的 光 
ЖАУ О. 19 
Mizi) E L Е (Е — 25, 
МТ 是 曲线 的 切线 ， 由 入 
НАРБ, Ж 
И AMO = ATMS = а 
X „МмМАО= ZTMS 
故 AO=OM 

ił L: y= у(х). ЇЇ 图 73 
MT 的 方程 为 





Y — y = y' (X — =) 
@Y—0, # Х=1—5, B 


f 


АО =— X= — + 
У 


У. ОМ = < х? у" 
Ya > == 22 у? 
Вр dy _ 
dr x +./z у? 
令 w 一 让 代入 方程 得 


+301 + 


de Ма 1 


Уау 
REIH upalu +1 = Су 
由 此 得 Catv utl =e 
W: AMAS 

u= убу G 

1 1 2 Bl 
即 r= Э|Су— g| = р зб 
故 旋 转 曲 面 方程 为 

一 (у + z“) 一 = (C NAE AL ЖО 


当 镜 子 底面 直径 为 4, 顶点 到 底面 的 距离 为 六 时 , 可 求 得 = 
8 д/а. 


+. уа 为 有 限 正 数 , d N>0, nN, ЇТ a >> — m. 
м a= te, J N ZU, 4 aN, U arnel, 此 时 2 m= l. ЕН а, 2 
W OK ka >O, rN, £ 
09 балбан — Ó 
Kati 
Ho — М-ну г Ü 


就 有 йар — 


4.0. — Hnlnii] 7 路 mn __ Hn | 1 я#+1 
а, т rl 


ЫР 
Ë 1 ` Ñ 
z Жү D> Unan 的 部 分 和 У, П ЛЕ 
м = ] 
5, 一 HKH 十 Huny T+ ++ ° уа 
= еН — мр y = Lurvy 
=I үп 4 1 1 тоо, rE Р! 1 ~ 


即 {5,) 有 上 界 ， 才 У) ихо, ВН > „К. 


z=] 
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八 、 方 得 化 成 
t'y” х‘ y" zy 一 一 (EKILA TED 





4r 
“> r= et, EF 1=1nx, £ 
‚_ 1 dy 
У + d: 
一 |> 9) 
F Оо y г? dt 
s = 2 y dz) y Lfdy1 Фут 
Y= lde df zV d: x dz? z 
_ lid ,dy dz 
= 二 [名 Š 422 1 2 4, 
代入 上 面 方程 得 
dy Фу dy _ 1 -- 
de? Ал Ad 4° 


г“ 4° dq ir = 0, m = 0, r, = r, = 2 
y = Ci + Ce” + Ce” 
А y = Ае‘, 代入 方程 得 


] 1 _ 
A —— —, я — _ ш. ! 
36” > 36° 
АЕ 
у= С 十 Се“ + Cie” — Fe~ 


= С, 十 Cr? 十 Cr nz — -L 
362 


JL. iF M lab), И FES] 74. HAA, B. ү Nir yE D, Та! 
Фах < R + К, dha ^к — K 
WEE., Е ЯЕ АКР 0, РЕЛ УЗЕЛ J: 28 
Zi, H >" у =r БЕВА PHA rity ЕҤ Q, Ж 
MA = QA — OM = OP — OM = MP 
-303 n 


MB — OM + OB = OM + OQ > MQ 





故 可 得 М АСА4=МВ. 而 MA=r--K, MB=R+K, ü 
dw ® Ё + К, Фла 227 K 


Ww PE 








1 — _ Í = 


КЪК ау {у DO К 
y ГЕ У О r), WA 
RD во сео 
L! 














R +K Ма Fog 了 一 天 
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第 十 二 届 北 京 市 大 学 生 〈 非 数学 专业 ) 
数学 竞赛 本 科 甲 、 乙 组 试题 及 解析 


试 Г 
(2000 Œ 190 H14 H ЕФ 9:00~11:30) 


—, WFE 


| аїапх 501 —соѕл ) 
1. lim 一 
= |n(1 —2z)--e(1—e * ) 


a к . 
— — = r! 一 L — ] . 
2. GER 0, H3 r=0 Hf, z=siny; у= 0 Af, z—sinz, Mi 


=2,Д < 一 








1. BRRR Ута, (z 十 1)* 的 收 敏 域 为 (一 4,2)， 则 宕 级 数 


> na, (一 3 和 的 收 部 区 间 为 ” o 

5. [oa z) dz = 

6. £ y=], у=е*, у= 26е", y=e* 十 一 都 是 某 二 阶 常 系数 线 
性 微分 方程 的 解 ， 则 此 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 为 

7， 设 数列 {zc} 满足 ，nsin 5 «е 十 2) sin ——, M 
іт Уа == 


8， 设 f(x) 在 点 z=0 可 导 ， 且 lim coser ‚ W o= 


eft р == 


. 30A» 


9. 设 СОЁ [азда — flx) + zsinz , f (0) =0 B# 


нек Ш( r0 RT, 7 (Е) = 
З САМА ty tr =a 二 任 一 点 到 球面 x 十 十 


?一 上 上 任 一 点 的 任 一 条 光滑 曲线 (a 之 0,5 之 0)， 则 | аах 十 
уйу + zdz) 一 ‚ Ф г=мла у 2°. 
Z. W AmE O ос) НЖЖ РА, Н хә) 220, 证 


Ка ВС, Дра, = УРОО — сода 
$=] 


=. #5 ЕК ty tz =] H F3E382yF020), 点 PE 


S, w H SEPARE, обл, у.с) ARAE EH х 的 距离 ， 
K 


i = [rey АЕ 


四 、 设 -元 函数 4 二 f0) 当 О ool r Eski) — ЕР. 





HF(1)=0, f (])=1. М £= f (Ú r° ++ yz уд Sas 
+% o, AK ftr) 的 表达 式 . 
pli fnt y 
+. 18 и= f(x. yem), ў БЕА У, 在 一 一 > — | ШЕ Н н 


A r РА. Eh rer у= 
ух. WAR Fr 在 (一 ce ,十 co) 上 有 定 尽 ， 在 了 一 的 菜 个 邻 


HAA 一 阶 连 续 导 数 ， Hlim LD ао, HE HH > 1 L 
s - n=] ' 





кй, ü УЛ | ЖШ. 


+. -个 冬季 的 早晨 开始 w PA. 县 以 恒定 的 速度 不 停 地 下 - 
生 扫 下 机 ,从 上 午 8 点 开始 在 公路 上 打 委 ,到 9 点 前 进 了 2 km, 到 
" 306 * 


10 点 前 进 了 上 3 km. 假定 扫 当 机 每 小 时 扫 去 积 写 的 体积 为 带 数 ,站 
НЇН 7 

以 下 两 题 乙 组 同学 不 做 

М, W SOEKE е2 lA ERN, Н. Fa) 一 
Ўр) = 0, * r€ (a2.bHf, Се) 50, WEH 


f ГЄ! О ~ A 
z fr) pa 


JL., i Tir) =ах" H -Harta А ҖИЛ, n, R. 
AE а,=0 (1и 1) K kA, a0, ПЕНН. Ж / СОН 
n ТАНЕ, Н аа 0. 


ж r 


—, 1. 24 z0 В], atanrtHb (1—cosz) ar, In (1 —2z)+ 
c(l—e = 04, ЭЧ 














— 


WA — 4 





Fy „ч Ж . 
Н отау = 0, В = (т), 由 题 意 rlr, 0) 一 sinx， i 
сЁ р 
Эт a, = COST, B gir) = cost 
[此 | 
Н g == cosT， z = sinz F Ау) 
由 2(0,у) =зіпу, 1% Абу) =siny. 
ПА sinz 十 siny 
“А. И +] I = u 1 ай 1 
3. 2, 1⁄1 = 2 G U Dr 2) 
оқа 1 
2 2, т 2 
ИЛИ 2e 
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4. Узал" ARKE p (—3,3 y. R—3, lna", lna, 
п = () л—-(1 R= Í] 


Н a РЕ у 3, а [А] A 3,3), й 2 na, (a 一 3)" 的 收 





ЗУ Б [АЈ 2060,6). 
故 填 (0 ,6》 
ЁК | 2 1 = т\т 
5, [ааа е z) 中 = | dz ле z) dr 
ee 一 1 六 _ е1 
加 2 J az = б 
TA 


6. И у=1, уе“, 2e” Fj ег Е у, у 的 线性 组 合 ， 
Е Сн 1) н ре 为 特征 方程 . 











ИК у7— у = 0 
7. 由 十 limasin — "1 Шт (nt 2) 51 — 1 
A lima =1 
lim — Уа, = lim 10а 
по n —+ 1 — а= H 3 1 п — 
(L 1 


a Tl] =+ 
8, Н іт eft) | =], 19 
lime" — |) = 0, аку == 0 
і —= t) T=) 
w I e — 1 = 
F 0) = im и lim = 2 2 


Pa — 1 { 





HEIE 0 
1 上 

9. Su=tr, | Farde = z| J (s )dzu 
向 Ü 


"906 > 


Н [сода = тр (т) + кып 
0 
сш) = f(z) +H Ек) + 2хзїпт + т'созт 


J'(z> =— ?slZ 一 rCOST 
П HÍ —2sinz—rcos.r 
10. | r (Tü + ydy + zdz) = | "ағ 
C С 


"> LH) Ё 


а E (A,B атти ЕЁ) 
(11 
БОЙ Oa’) 
Z. RERA 
F+ L 
fanai, Fazydr 近 7 (в 1,2,0) 





nt 
аа = а +1) —| Fedr < 0 
В (Р l. УМ 
а, УХО) — [Fdz 
Ё | 


— S — >| odz 


Ё = ] 


= У) уау 一 | Feda] F fO) Z 0 
ВП (оа КЖ. PC la, Р. 
=. Š Р(х,у, ЛЕТЕ л 的 方程 为 


Z „У rr — 
ох 十 2 + 22 1 


By р(х уух) = ——— —— 
了 у“ 2 
Jz + А + = 
_ _ > х? у 
5 z= ajl 9 2, Р о T y *< 1 
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dS = 和 /1+ 12) + || азау 


Ary 
drdy 
С 21 L/D у279 


I == |z ax" 











т» > = 
Маат 2 
Vr wasa 
VE аха у 
{хх у 
241-5 7 
_ х? у 
- fl- 2 = |dzdy 
n. 
ёк 1 
= | Ji (1 — |дар = я 
0 2 
TJI de Ea — 
ЖД. 二 一 了 (эу J (r) 
z ë 
二 fr) — -> 
2 
同 理 = fe) + p'a 一 — 
= = у") =, L fro)” 
代入 方程 得 


"ОУ + £ per) — 0 


令 产 (r) 二 p(xr)， 得 
гр + 2р= 0 
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HI) 


Р 一 dr P = — 
. Ф 
大 = = 
f (r) =— — + C, 
r 
H 4062348 C = 1, С,=1. W 
1 
fü) = ] — F 


Ф 


А. u = Jf (m,y, z) 
= f (reosñBsingp,rsin8sine,rcose@) 


F: xy Ж 
/,=х, Ру, Ё=1@ 


= f; + r( —sin0)sing+- fy * reostsing 
Ё, 
=+ * к(—-81п0)51пф--ғу * reostsing 
—¿#(— zy t ху) = 0 


Е 


= .тгсоѕбсо»ф- iyrsingeosø—trrsing 


=f, А гсозӣсовФ+ f, ы yaln6cosg-+ f. ° ri— sing) 


—ir (cos sing cosg tsin sing cosg— sing cosp) 


= ёр? (sing cosg—sing cosp) = 0 


и TE r EAR. 


有 有 


75. HH j: lim | + t} ахо 


к 


х >) а, У 1. | ж. 


由 lim a>0 
0) = limi С) =u 
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T (0) = ша уун, 


由 于 /'( r) ВЕ, 放 在 之 一 0 的 某 邻 域内 S, (tz) 单调 增 
Ш, шн 充分 大 时 ，f| 1] 单调 碱 少 ， 又 limr| 1) о, t 


2; Di aN. 

七 、 设 上 6 时 开始 下 雪 , 为 开始 下 加 到 扫 雪 机 开始 工作 的 
有 时间， =) £ ЩЫ] ЖЧ АЛ ОЖ ЕРЕ. ТШШ И ОИ 
Асет). ARRATSA, M: ВРК ру ЕНЕ Уу А = At. 

H Fë RPH ЖЕНЫ НУШ. АЗИЛИ pa Rr БН 
“ЛЕР ИКӘ z. B 

















dr č k в C Ё 
d: h A t тС = Ад) 
解 得 + 一 Cnz +C, 
由 题 设 ， 有 
= СГС; (1) 
2=Cln(T+1-+ C, (2) 
3—ClnOT T 25—-- C, (3) 
(2) — (17049 
2=Cln T 
(3)— (248 
_ F+? 
| =С1п TLI 
l _ = T+1 £ + 2 T+] 
— ]n : — 
HA 5 ngpi" Tr E 1 = y 
RE T+T- 1-0 
= 
HE т S ==0. 618(h) 


g—T==7, 382==7 ВЈ 22 9) 55 #P 
好 告 是 从 上 午 7 点 22 分 55 秒 开始 下 的 . 
А. FED | 在 [a, b] | 上 连续 , 故 在 Le ,5 上 存在 最 大 值 , Н 
H Ра 1= |/06y|=0, З cE (аф), 使 
с) | = M = max | (z) | 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 , J š, C (а,с), Eled), 使 
f) ЈК) — fla) 





с—а с—@ = 30) 
fec) _ feed — f” ` 
c—b ` c — b = f'a) 


КЕЗ: 
f (=) 








áz > x "ә dz 


| 


1р 了 | 六 mw 
> mle P dr > [Г (r)dz 

















= HIP (ә fol = 7 O 
— 1 l ] 
-| 天 一 
ва b— а 
-OEY Фа Т, by 
4 | z 
Ë — а 4 


“= bašt b—a 
JL. 1 Р (к) = c terr te sr t] 


t 
其 中 c= (Ë — |) а, ca 


因为 A(z) 有 nn 个 相 异 实 根 ， 根 据 洛 尔 定理 可 得 f+- (x) 有 
п БТРА ЗИЯ, РР) С л, Н.) (е) 
ВРЕ ТАНА УШАН Н-Т f(x) 的 根 ， 
假设 ша, aaa F], ЖЖ а, 220, aaa 2>0, MUJ ау 
在 一 0 左 方 单调 减 ， 右 方 单调 增 , М 0(0) 二 0, 00) 
· 313 < 


cci Р (т {ЮЙ B. 

Сл) ННН. ШАКА әс), {КИҢ 
FUON., FA. Wk Сс r=0 4b, АННЕ, i 
2 是 与 了 =0 相 邻 的 实 根 , WTE z, 与 0 之 闻 ETO) e0, 与 
JU” U Cry za 23 0 ZARA Е. AK B i. 

证 2 (т) серке Hen s rtt] 


t 
其 中 c= (Ë&—1) !a,- >= 0, cA l а= Ü, =?! аз 420, 
e HI ЕА РОС нА 个 由 异 实 根 ， 设 为 t, Jur 
te., афт 由 于 CS Ü, Ë Tiro Yap #0, HA 
ГЕ? Г — ГЄ. -一 Tr) (> 一 Fj (Tr 一 Жи) 


比较 > руп] X А19 


__ ва | . 
Co 5 (— 199 Enoti tr „ү = Ü 





r -点 一] 
“1 一 《一 1)" e аруа k+l > Е 74 
‚= 1 ! 
п—& |] 1 
C2 一 《一 1 3 1 >; rr. > Ü 
T у—=2 - r r 
- C. 
£ da- aeti i, m0, bz Ж 
Ü 
к — Ё + | 
У -人 > 
«7, Ж. 
好 一 上 十 1 
- ] 2 
Н ec 一， 有 2; x 0 TEH 
н— Ё +] 1 3 一 点 | 1 ] 一 点 十 | | 
2; +, >, = 2; TT 
г 了 -一 之 4 
н-#4 1 1 н} | | 
>, == 2 У) а 
2 
1 T 122, гк, 


F JR., i H НЕ Aade О, 
证 3 JT Uir) 一 en 十 上 十 cer 十 "十 cp m srl 
* 314 = 


ktl): 
Heas) 1 0, a=k! a0, a д0, 


ЗНА ODA akt 1 PANAR, RA io z s eo 
TETTERE HIF eon, Er A Ea TTT n- ва. AE І y 


ELLI Сьв F Сасы — *"' + Cag” * p gpa” ”er 11! 
- - neg d ] ] D 
An khl TADEO goto goy BERRAR 
l ы a EL] 


р) а — et (n — klor | 
wo +H? ) 


l- 
' 


2! 
AMA ХАН ЕШ ЗЕ, AE 
A=! (n — klea 4 {п — , T TES „(п Ë — hte, 
— Ë | 
аб. (а ko- Т) 1 ешо > О 


Сос, TY Apja U. 


alo” 


第 十 三 届 北 京 市 大 学 生 〈 非 数学 专业 ) 
数学 竞赛 本 科 甲 、 乙 组 试题 及 解析 


试 x 


(2001 Æ 10 13 Н EF 9:00~—11:30) 


一 、 填 空 题 
上 + TD ИИ 

1. ФВ (5) — E r= ku T MERR 
$ r — 
БАЛИН. 

2. Ну. у=, у=а (Оа тт ТТА, EH 
уза у= а, х= 1 [1 ИИ у ЕЛЕЕ ГЕЛЕР КЖ 
RA, Ша=  _ . 


z ogra} . 
`L < - , (4 0) 
3. ia Р(х) = | сх) = = + У 'а,совптт, 
1— ғ э 051 n=l 


1 
-- co r= Бех, Ңта,=2 | fr)cosnrzdr , m= 0, |, 2, ==. Mi 
0 


aj 
s| — > | = 


4. у= Ра) S, Ë= a-y) g>), Тт у= f(z) 
的 一 个 拐点 是 (Zo, 32, jil B= 


. ] T> 
5, i у= ‚Шу у” |, „= _. 
л | — r ° 





| 
[охуу sar +С. 
(1 + zt) 1 + x° 
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7. HSO RA 阶 连 续 导 数 ， 日 f(0)=0, f'(0)=1, H 


as fO )d 


"лош! 





| 2 Fi 
в. йа уа, ШЇ ||| 5; +55 + = jav = 
ЇЗ 


9， 苦 可 微 函 数 AEE a. y. C 满足 Олу) = 
fy)，Pull1, 一 2,2) 是 曲面 z= 二 Fz,y) 上 的 一 点 ， 有 有 Ad, 
一 2) 一 4， 则 曲面 在 P. 处 的 切 平 面 方程 为 

10， 设 mal AER, a, Ete t™h s" 的 系数 ， 则 
Si- 

T. СаО ОЛ КЕ ИЗ, Н. 100 = 700) f'(11= 
7 00) = 0, ЕН: Е EEO DR СЕ) f (Š). 


= 


设 an= |: tan"rdr,n Ш> 1 
(1) ВЕНД 1 (а, Э: 


(2) 证 朋 ааа n2; 


1 
(3) 证 ¿ITS — <a, "< T: 
四 、 JAEL MLALABC 的 内 部 的 点 PP Ор] =i РЕ вв, 求 使 此 
— Ж 3 2k ВУЗЕ t KB Р 的 位 置 ， 





=. Ж > с т" 的 收敛 区 间 及 和 函数 


и НФР 为 -定点 , H P. 到 球 心 的 距离 = ЭСТ R. 


求 该 物体 的 质量 . 
° 317 • 


+. `" т EALE A aiak | Jy IP] RE v EPEA. 
线 ТЕТ. H F EPLENE IE EEH. HA A EO дед! К 
ПЕЛ Е, АГ РАТ ЯЕ НЕЛЕЕ Ет, Яр ТЕГ] ВР), 
Аат Ы п] Д Г K Раг r i ТЕ ЛК pr f 
HERTEN тл отла). 
以 下 两 题 乙 给 同学 不 做 
JA. Ë /xz) 旦 [0.1] 上 的 连续 冰 数 ， 让 明 
[етта [от dy Z: 1 
ZL. (1) Е-Е, ВАННА А СЕ АЕ 
性 ， П ТАЕНЕ ЇВ ДЕЕ Е ЕРЕ. 
(2) иШ `S Ун, У. 使 得 lim 一 二 / TF fE, Hoz 
E aeon, 1Н ЕВА E AA [n]. 
解 Br 
—. 1. 由 十 





J'(0) — lim де F гч — lim lsin l 
=I ` | =] .站 
ЖЫН Т1. PE A -1>0, $>]. 
ECI 2 


E} 
2. ЖУ, yzi уа 所 国平 向 图 (1) 
28 y ВИНЕ TENERE АЯ 5 


Р 2 | 
dy _ 12 
Е г? 


Z y ИПТД (АТ Ж 
л] — a) — | куду — 20а — 2а + 19? (2) 


ПТ} Ё?» 
. 3] 5. 





59 = » ба 24 + 13 
解 得 а= 5 
е 
з. WAR, Sao Fr 的 以 2 АА EH Т 2 52 5% Krp SI PE 2, 
|5. 
+ 2]. — 3 loeo el 
5' 71— S| » 4| = 5] 75S! > | 
ОРОК 
2 ы 
нң. 
d ‚Чу dy 


АТЧЫ УД, 84 — уу Кт 
=y 1(48-- (1 | #)у)(4 -y) 
BE, (Ең... 20, W 
АВ 3(1-,›= 0. PË — 3 





WIR 3 
5. У +4 l) ot | оу)? 
1 2 
{ 11] __ | S Е | 19 
(O) 一 之 | >| | >| j М 
| 一 二 | З |! L E) 
2 2: 2: | Z 
S 251911 1711 39x171 
gi Di 十 919 О оо 
'- [1 
physt 
. Í dr бог 
6. | ора, а — | , 5'4 
ә г БЕЧ 
v'i 


. 3195 * 


—  , + —.............. — 





”Feed 
lim 26—775 
—u | || fod 
= lim тусо) 


l 


= FO) Б fix) 


2 oF li 








р 


lim f° (я) = 


Jf) 27 


= litn т 
To 27) |, Хә 


] dir”) 
im 一 一 一 
= | ой 


2xf' e у 





1 一 一 
2 FO) 





c? 


[= + y? + є')дУ 


十 Hf dg| ад, rsingdr 


Ч, ў бх ѓу) ={* fir „у) 


BJ X £ 求 偏 导 
. 320 。 


rfl aray) + yf; tr dy) = flr, y) 
trJ Ery) + гу (tr Dy) — 2 70z,y) = 2} Gxr,ty) 
将 zr 一 ]， гу=2, f(1,—2)=2, /{(1.,—2)=4 É A. 得 
f, (1, — 2) = 0 


ЖЛЕ: I] Hz 29 
H = 414.0, — 1} 
HFAA 
ir — 1) — (z — 2) = Ü 

ВП 4л — z — 2 = Ü 

WIR dr- r— 2i 

10. a Уп) бтн 1): От пи +1) Ооп Бп) 1 

п ! miin! 


当 m=], а, с-н]. 





























rt Ë +] 
№ ml, 
NA Bl _ omin! 
"= cz, pur im + n)! 
_ Mm! ` (m 十 于 一 (п tln! 
т — | — (m + m) ! 
= m! л! _ (n+ 1)! 
m— 122 (m 十 n DT (и лут. 
1 1 С 1)! ua + м) 
m — 1 (т — l)! жт 1 
т 
Т m>] 
十 оо m=] 


D., Ф F(r)=(/'(z)— (ж) ђе" 
+ 32] È 


еә ЕГО, l Juj. H А000 = #01) =0, BOH REM, 存在 
Ec (0.1), $ F (#)—0, Б] 
СРЕ) 一 了 (De — 0 
H F e'=0. 96 
ГЕ) — ГОС) 
= (1) fE[D,z/4], О=ШгапгЫ[. ran"r ҢА Лг, Kya. 单 


1900712, Н a0, EME lan UE 
n 
1 | „оо 
(2) a, — Hpo = | Ctan Tr i tan” ^т)Чйг 
一 у "ritanir Тах 
- { tan” “x —„ Яғ 
COS г 


N „5 
- | tan” хап. г 
[) 





_ l п | l: __ | 
= tan д | о, 
(3) 2а, а, Ба, o= 

ур — | 

| 

Ala an Anta | 
ТИ; | а, ч _ 1 - 
Sin + l) " эн — |) 


PU. aA 76, АЛАСА Аа. b, с, PE 
的 距离 分 别 方 了 y, z, AARC ТИШН U S, MA 
аз + Ру + ez = 25% 
ТОПЕ Е {ОТЕ 了 г) 一 .TVYE У Bz K 
ra. > 
Fig, ,y,Z) — ryz + Alar + Py + CX - 25) 





КУА. 


чо 


Е. = yz + Аа = 
É = тт + Аб = 
F. — ту + Ас == 0 
ал + by + cz = 2М 


с» 


由 前 三 式 得 
ar — by = С 
代入 第 四 式 得 
. — 2 
++ Зе 


由 问题 的 实际 意义 ,上 和 确 有 最 大 值 , KW Ра, b, с [Л] 
у. „25 25 _ , 3 
距离 分 别 为 全 ， 22р, ЕЕ ТЕРК ЖЛЕ. 


25 
3 





35 ' 
.. а, tn) (at? 
. : — lim — À ——— 一 一 |.m 一 一 -一 一 
п | „п жен 2) 1! (n L 2 уу? Š 
l RS ос, ММ {Жн} 30 - cc >). 

М z+==0 B. 
кышу SA C lm o, 
S (r) 2 аслу!” 

— ууп | n — n — n + n +1—1,_ y 

< 一 (a -F 1)! e 


好 一 (í 





уте + 12 — п(љ 十 人 1), I 


(m + l1}! 


m= l 


__ n -n+l И Е 1 
= 2, ш 0-а тб 2) 








еа) 
HR 500) =0, W 

a (— D'ni ‚_| 
HarD T] 0 


六 、 如 图 77 建立 坐标 系 ， 设 Р(х, у.х). UN 
1 1 


| W z у + (z — r. 


1 
m = P —— - sv 
v + y + (z 一 АРЕ 


A =° 
f aef а r* sn de 


afr pr reose 十 кї 
ко, ср 
一 ЫМ rË 一 2rrcose + ril, 
_ 2 rs | / 
о, М 2 十 2ra + r 一 


E 
ху 2ге — rè) dr 
=f rl (r + ra — lr r] jdr 
5 J: 
3 
一 | 2ridr = ае 


+. ШИ 78， 设 1 二 0 时 飞机 在 不 
кз, КУГ WEAF EIT, Mra Hh} A. 
刻 习 机 在 点 (aa,0.0)7， 下 面 求 此 时 诗 能 图 77 


elm 1+ 一 一 ж = 0 





























ағ 
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т < HL Ps НС Е. 





图 78 


艺术 作为 一 个 主 声 源 , 性 何 时 刻 痢 在 发 出 球面 流 . МЇ О, | 内 
BHE ПТ s, X IER E ОС HI E ВОЗЕ E N votu 一 s)， 而 球 心 在 点 
(os,0,0) 4, AeIE AI Jr Ez 0 

(r — us)° + у + 27 = u2(a — s): (D = s= Ga) 
当 s 由 0 变 到 = 时 ,这 是 一 个 党 有 参数 :的 妹 面 族 . 由 村 在 :二 a HJ) 
声音 不 会 超出 这 些 球面 ， 所 以 这 个 球面 族 所 充 太 的 区 域 就 是 所 能 
ИТЕ 发 机 声 的 区 域 ， 面 在 球面 族 之 外 ， 则 煌 在 凤 飞 负 的 声音 . 
为 了 消去 参数 *， 方 程 琴 边 对 s 求 仿 导 ， 得 











vE — 05) = vila — 5) 
UT — pia 
5 — 2 
12 — Š 
А Ba Л E 
3 зу? 
ол — via ur — uia 
r — у — ; +y H = a 一 一 一 一 一 
Y g” —- Tn 
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, т' ‚ p 
a (c ma та) 
- u’ -tà 


这 足 Д Саза O ATE r Н УРН A E T E h Er Fa 
PZ h& Н e—a MEA BE ПЕЦ K SL к= J |< hk. E RE PERRA 15 b Е 
方程. 

А. T] 


I 1 1 1 
| е4 > еду — | dz| е? ооду 
п КЕ Г" " 


1 Ir * 
[м оо fO) } (Л) fO Jax 





| | 
= [а [lt i) у) drdy 
1 1 
=1 | [fdr (оа =1 
hF 2 
] I 1 1 
| eda] е “dy = J edy) e ta! d> 


| 1 а Си 
= a | йл те о Бе дау 
= (1 "| 


~ 到 | dz| 2 „firl Pa] алл 
=? z 本 = - 7 ' 
7 21р 6 > 
| “j 
== [ах dy = ] 
ü an 
JL. (1) u ‚ш 


U Урт (— D 
lim x н, = Hm У 4 — 1 — ! 


-一 
= |] 
м = 


HE X) Ж. АЫ 


1 





_ — " |! 
hn Hai — TID: < t А 1) —_ 


rr 
ПАТИО НАРСЕ ЕА 
' 326 + 


Ilim -lim 51” |_ 
一 л чоп! 


但 > Vu, A HY a Уан р aM, 
t 1 n —1 
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北京 理工 大 学 1999 年 数学 竞赛 试题 及 解析 


试 ж 


' 1'r 





ВН. 


=. EH у= иН Jaa d ж 


=. БЕ z=uv, z 一 zx 十 一 ， у =, 求 
H, i SGo AE, LEAH; 
A 
КЕ — y)d.rdy = | FA 一 |1129 


І? 


. Í . z 
-一 、 求 liml sin 2 —COs22 | 


др 
dr” 


EPD: 121593, yaf, ARENE. 
: ‚ Cr + dy)dy + (r — y)d= 
五 、 求 曲线 积分 = 中 irse 的 值 ,其 


C: (z—a)' суа) = 1 联 上 上 同 一周 а). 
Zx. Т ри гч уу АЕ, 流 过 由 曲面 x 二 4 一 Cx 
+ у) 3 Щ x 二 1 一 二 (x: 十 y) 所 央 成 的 立体 ， 今 丰 平行 于 rOr 
НУТ В з Б, ЙТ > 轴 方 问 通过 哪个 截 画 的 流量 最 大 . 
+. W /(z)# PX [H [0,11] F EZE, EDAH., H 


j|. forydx = A(O) , ЖИЕ: 在 (0,1) 内 存在 一 点 上 IË Сс) 0, 
AN ЖҮЛҮН ЖАК BE HH BH 2k к= /(у)2# y 轴 旋 转 而 成 的 立体 . 
今 按 2rem*/s 的 速率 往 里 注水 ,为 使 水 面 上 升 速率 恒 为 和 cmys, 问 


> 328 * 





f (y) BLE E FEJA 4. 

九 、 设 二 二 a; z =, У п223 Н, Tn) НЕЙ; 
пх, 存在 ， 并 求 其 值 . 
+. Ë f(x) 在 (一 0 十) 内 二 阶 可 导 ， 且 lim fG)= А, 
lim Сх) = ВСА, B 是 实数 )， 求 证 : 至 少 存在 -a ё, ER 
Р) = 0, 


ж и 


ТЕ 
一 、 设 y= | s1n Z cos2= | 


In | sin > + соз? 


l 





limlny = li 
iminy = lim t 
ini 1 + {sin > + сов 一 1| | 
= jim ——— s —— 
ж") г 
510 > + содан — ] 
= lim —— _ _ ——- 














т Ж 
S11 一 一 1 1 
。 ， COS AT — 
— lim - + {i 一 一 
yai] 27 т—=(]) € К 
| Тил 
| . T 1 
ИУ lim| sin — + cos2< | = е? 
+— ü 2 ' 
__ © fg 
Z, y=" e| sin 一 
| T ' 
. | 1 1 
ѓ _ 3 — 1/4789 1 É l irg zE р ] | 
у — с е іп — — e sia 一 — 
4 + + Š | до! 
l saarel ] | І 1 


三 、 二 方程 两 边 对 x 求 偏 导 
* 329 , 











Дх cAI 路 
‚ёа læ 
| _ IT T dr 
rk! ] Hi 
Ü — _ 3. 
' сїт г" дл 
解 得 | 
дн __ _ i __ (H. T! 
ar w 1 г rr 一 
мо + ue 
дұ u uT — 1 
dz Гра ku Р, ‚ м „о; Ор! E ` __ __ 
了 一 L| л” ‚41? 了 BJ гит гу + ju'r PE | Света 1) 


Ән 


г F | W. - Ju ! 
шы" H иёри?) т р Т 一 | 
' Г І 


іг Јао - 1) 
> 
O O Buw —+ и r Buw) 

( UË | у? 


四 、 || Fer 一 yyd.rdy 


ЫЕ “т 
和 


一 中 ,了 


А" л? tł f _ 
есу | dz| ШУ! 
ro‘? 


— і 2 


dæ 


F - РЛ? 
— | 1 dz 
А 1 


1 1/2? 
| fu ya: | dr 
E r A’ 











— | DCA F de + 


| "3 


ad 
| FUCA — Hdi 


„ 


-1 
= | SOA = рё 


азо > 


h., wo ү —- ГАУ 
др Лу х? 44у? 
H rž 43220, 8 
£ 


ЭА — іу — = — BT ү 











ду — (а pyy 27 
设 曲 线 C EARS D. Mla a>, оар. tao. 
Ш =o, 
y 
С 
Й. X 
[Ë] 80 
5 81 
xL: — | 
= a |< —— 


= (ODED. WH 81, RCs о луке 


很 小 的 正 数 )， 设 局 УС у D. C 所 围 区 域 为 D.. Wi 
1— 中 一 { Хах - Ydw 
EHE г, i 


_ [ ] 
| сахау „фр Gr Edy r (r уг 


#2, 


一 П 


О 
-| C азау лє. © 
n Ё 2 
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x = Ü 


z= 4— с T+ y) r + x° = 4 
|,» , °| 
> = | — + = + y") 
УЖ YEO y OLS у MEEN ЖАП 23 5,, ЕФЕ Ox 
面 上 的 投影 为 





Ма учат /4— у 
通过 S. 的 流量 为 
&Q)( у) = |а + vdzdr 一 2% лау 
Sy 
м у d-i 
= [узах = Дау 
D 1 а ТУ? 
5 


—. y: (4 — Vy) 
. 332 * 


Q'(y)= y(4—yDU2(8—5y2= 0 
у= +“ 8/š 
由 和 何 题 的 实际 意义 ，Q(y) 确 有 最 大 值 ， 故 当 一 士 ~ 875 时 ， 
WL ht Ау K. 
七 、 由 积分 中 值 定理 , 3 ec (3,1, t 
af соф = 4AE) 1 — 3] = fE) 


dË “> 


HEAR Ж /С СО). TRE RER, g c€ (0,2)C (0.1), 
使 
“су = 0 
А. Гу, у+ау E. Жл N 
ДУ = пў (узуу 


dV d , 2 
= (y) + = nf y) E = 2f°(y) 


dV 2 
х= 21. WIS 


t = f(y) 
两 边 对 上 求 导 


1 = 2) у) 2 = у) О) 2 
П 
р K 
(у) / (y) = 2 


суу = Z + С 


f (y) = + r + C 
PL. x, — =L gy 
. Eni] Ea = > (Pa 二 了。 一 


1 ' 2 
аа) 一 | - | лн — T. - 22 


+. 933 » 


34- 1 


| "т— | ! l; 
| — | (15—21) =! — 5) Фа) 
Даут? nt De LT ль) 
ч | 1 i £" | 

=a t (Ba) 2] 一 二 | 

i=] ' 2. 

. Í | 
kt іт = Пп = Иш | a + (6- > ЕЕЗ; | 

= Бена) 一! 一 

1 -l 3 


2 

+. EPOPEE ГЕН s. DMP TE {ү С) 20, рун 
有 f"(r)= 0, ШИНА fa EB, {ТТЕ s {ФЕ 020—0. 不妨 设 恒 
Ж Сх) 220, ШР (z) АР ЖЧ. Э ros ЇЁ /' (Сл) О, MAE у, 与 
т ZB e 使 


T= Jf(m.) + f'(me)(2 — r) + А с) 


—( r — rj) (x= ru 
=> {Сз + f'(r,)( — уг) 
E ў Сло) 220. HA 
lim Ja) Z lm [fero] rr лу] = + ос 
与 lim TEB 9. Ят (х=, UA 
lim J Cr) 28 z lim [f (z) + frr — x —+ ско 
5 lim f (4)=4 FE, 
ХП. BETEA S€. o 
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一 、 填 空 题 
1. gele azsy pe 一 0， 刚 < 生生 一 
т: — pla, 4 aah 
2 TAR =a y 二 Aha гот f arcsin НН E Hy 
х‘ y 
性 





з. Шоу J E | e"— >, | йт ч | ге? + dy = 0 [ДЕ ЙД. 


T 


4. 己基 二 阶 线性 非 齐 次 方程 的 РЕ yia latt l), 
yT Зе'— (r*+ 1). yy=2r— e" (2-1), MAA FEIE ЈА 56 
件 yO = 0, y D=o RRE o 


rh T'e 

_ COST 

5. RI= |, dy| -dr = 
站 + TH 


T l | 
б. 级 ү >} с -—— f К Г , 
n=] (] | TI 一 了 ty Pr’ р Ч ЦУ Ц 域 为 


7 设 二 力 场 严 的 天 小 МЕНА Мот. у, FLE О HYPE N 
t, APLE ЖЇН l] Ал. 当 质点 受 力 下 的 作用 从 点 480.0:e) 洁 
RIER c= O eosi), узи, z 一 全 рН В, 01,0 1В]. Л 


F 所 做 的 功 WW 一 Е | 
iz S EBM ir -ad iy- АУ (z — ci 2 П FW]. DH IHJ 


面积 分 ПЕЕ + уйг + ағу = ` 


9. жЩ Аа) 一 | a- | акт 2 - 13%, СЕ) EJ < 

SH F P) ЛУ, PJ HI TF 2J 
y 

10. HD 为 区 域 Hy R, uea fi Z + 9 ]drdy = 


=т — 





— _ m .. а а 


、 和 确定 alr), Arile = 200) =0), {#4 X = [| ratr) 
Bry |y Зеу. Y— yeild tH ACn AF, 中 Хат + Ydy = 0 #9 —- 
闭 上 曲线 局 者 成 立 . 
=. ЕНА 5 EIH ir- r tiy y 4 fd == 1 与 
> =3:;2 |н] Ну 4 V К ЖШ. uE EJ 
фо + v)dydz + sint2ry дай + ахау | = 16 x š x 


四 , 设 水 库 的 容 械 为 100 MLA H Fe), 每 天 向 城市 供水 
1 ML ,同时 每 天 有 0.9 ML 的 泉水 和 0.1 ML 的 地 站 水 流入 水 库 ， 
泉水 居 纯 净 的 ， 地 吉水 是 浓度 为 0. 0001 kg/L 的 盐水 ， 刘 初始 时 
刻 水 库 的 水 不 含 盐 , 求 术 库 中 水 的 浓度 消 数 ( 设 任 意 时 刻 水 库 中 各 
外 浓度 相同 ,水 库容 量 不 变 ). 

З. izke, ЖЕ: 直线 y 一 上 7 与 曲线 уефа GATE E. 

六 、 设 аі, READ 一 Тәү. 

七 、 设 Fn Elab] LE, Elah [М О. H 


l fy _ Јба) + РОБ) 
b -- T| da E 2 


ЖЕ. FETE a (аф), {н fira) = 0. 
д. Bh, b, b 为 Rs: 中 三 个 线性 尤 关 的 单位 向 其 ， 范 数 
Розум R ИГ, ЭТИЕМ О 0, АЕ Суз) 


ZL. 1 对 于 曲线 у= (к). MERE а 与 a 二 万 之 间 找 一 
' 335 = 


点 E， 使 在 这 点 两 边 阴 影 部 分 的 面积 相等 (如 图 83). 





(2 在 (1) 中 设 曲线 为 =e", 10 Satih, HAWE, 
Ж 8, ЖЕЕ ИШ. 


解 H 
—. 1. g e [1-a |+. |6 Z) =0 
&__@ _ 
ar аф + be; 
1а 2) (1001 0 





[此 ck: 
а a Т > 5 = | 
HLR 1 
2. H ; 人 =1, 1 _1 =], 得 1= zr" + = 4 
Ty Ty чы у t, 


WIH Sirit °= 4 
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— с л 
Ar Ti dy 





方程 是 金 微分 方程 
[le ler tlre + lay 
= | (е = 1)dy - | с — 2; |а: 
= re" + 2 — ] 


ЕЕН ле C 
1. #1 方程 通 解 为 
у= Субу; — yd Ñ+ (L (уз — уу) H y! 
= taet — r) + ( (r — e”) | уг ба + 1) 


出 初始 茶 件 得 С. р. Со 0. iR 


мо е — rë — + — | 


й& 2 出 F y y = Зе“ ' 本 у—ур—т—е' АВ д ЈГ 与 е? Р] 


ЕН r, иу НЛ А 
м = Cyr | Се" H r (a> + 1) 
HI tJ] АЕ {. 一 -ж„ C=], Е: 


y= — = o] 


Й уе 2—5 — | 
т^ 


m5 п ' ч т 
сок 1 
5. 1 = | <qz| dy = | созго 一 一 
J -E n 2 


г 





б. 


л 


H- r i н o ] _— ГЕ 
ЫН 12221 








F— ЕЕ. kaa — 
EIE DETRE 
w=] Е ЛА ! d ' | ү ]= ` 
ан 2° 4 у? | 207 TOT усу 65 
_ А 
= |: 2 — dú + x + z) 
АНОД + у" + ж 
__ R > P ә. ш Ё с^} 5 
= 一 э na + у + =) | —— уп E 
| k, е5 
TUA 2 ln e 
8， 由 高 斯 公式 
ddef 





wa Ë dydz + y°dzdz + z°d.rd y 


У 


= [ze + y + л) 
y 


Ў ла т rcosfsin@, y=b—rsintsing, === 70089 
r= af ac agf са — b + | reosdaing р rsingsino + 
кєз) singdr 
一 SaR (a + b — с) 


MON 2л (aba O) с) 
9. 当 ra, 


` 339» 


I “у, Жоо р 
fu) = | +00 = А +æ + 9 
洒 r> 0 
Жо f (1 + ed: + [a = pdz = z — p + 
一 Q 
F= 有 两 根 7 一 一 ] f r= 14.2. 


t+ 
А = | 天 (rd 人 
- 1 





= l T .1 
us ldr | 5 2 
== 

Ыр | т 
Ha а 
10 Е У аду = | + [e + утау 
I! 
l , Li š г] 1 | 
| 5 + 7911) dof р dp Tl + = | R: 
wl li. 
каз ү рК“ 
F а 
2. НІХ, f А ‚ Нр 
уа" (т) + Н a — ae + lr) + 3r’ 
比较 y WNR E # 019 
(т) — 2жа(т) j+ 28( ғ) 
B (ую) = За? 
#15 Ё(2) = х‘ C 
H 200) == 0, 19 6,=0, Pensar’. АТ 
а(х) — хаж) = 2r’ 
Ж ЕН. абл) = Ce” — 4+:— 1 


Н 200) 0, f#C,=1, k 
+ 34L 


@(т) =e" — z — 1, fir) = r 





 ——s 
kia 
unn 


` 


je + у)йуде= + sin(2+zy°)dz=dr 十 drdy| 


一 | [соз + о у).,5їп(2ту"),1]} * ds 


{А . 451 fialas 


< 3 fjas = VI a 2m2. IV I 


VU. jz; RAS iE S mao, KARE A ca). ФЕ ЈА] 
[tsi 十 dt] 内， 含 盐 基 的 改变 其 为 
dm = 0. 0001 Ж 0, 1 x 10°dz -- сс) х1 X: 10°dz 
Сг) 





由 于 со) = тохто" WAI 
dn 1 
de 19 700 
т}|,— == © 
ЖЫН т(ғ) = 10(1— ету (kg) 
— mii) — an ri — a- 3 OD 
с) = суус Os 10 (1 — e ) (kg/L) 
В. > fiz)=e"”—BËx 
Рх) = де” — è 
由 7 (2) =5 解 得 == In 5. 
1, А hi А Ë 
F| zin > > In 2 
_ Ë | a 
一 211 |< 
x lim бх) = Бес, lim Fr 一 十 oo 


j Б, 
BUE оо, 2 | S| Zin Ž Боз) Асо НАН ~ 


+341 ° 


W. Д у= J ут W IPS T Жл. 
п ps 
+i 





| 
SA ] 
= [im] y ` - | -- — - -- 
,r|— , />| F Hi И" 
ü 
l _ 
- 1/- ШЕ a + 1 
ы 
H Jamal, 2 Сй. K -A 
n= | В] мо} ] +? T **" Р 


+. рсе) = f(z)- (а) — 
| раз = р) =0, МНЕ 
[сда =- (л) — fia) _ J (b) - - AO, 一 a) jd 


万 {7 


а) а) 


2 — 


лол, 


(b — a) — Ёа) (Ё — а) 


— Ü 
ЁЗ ce (иб). рс) = 0. 
ЕЕН REIP, g eE Cash), fE prod 0, Н fer) —0. 


РАЧА lZ {ауаз уй. (#—_],7.0) 
ЕН 112 6 
A Q J 


JF | 
2-а + PR F “з — Ü (; — 1,2,3) 


d і ш ег 
della, ).. э” (| 
ШЕН АА, BA 


7 2 I z 
Ж uo Fogo Ly 
LE ү га 


Jlz.y,z 0 >, ys z WGE., Et f (r)— Ж. 
. 342 + 


A. (D O НЕА АЧ 
| Лео — E — a) fla) 


гл 
ба БА Dfe А = |. Гоа 








H I£ n] 1 
2 afta) 一 (十 让 JE 4 A) | 
] "J | n .. 
J (a) 7" fla 十 |, Jirddz 
E ç RI fE EIERE- 
(2) 17/0) е? 时 
. a| л k — 
£= аа и 十 ке ed. 
— а—(а—А)е b e"- |] 
1 — е” 
р а өр 41 Юе te 1 
] - e 
4 _ (ñ = 1)е" 4 1 
ШЕ; фе сеу ү 
ий lim Re 
= рт 一 De +1 
А ei д’ 
— тл е _ 1 
i 2A 2 


北京 理工 大 学 2001 年 数学 竞赛 试题 及 解析 


Кк x 
一 、 填 空 
м2 —1 ж — 1 
1. aaro] b rT 一 一 ] # zr=-—1 b 3 
a+areccosr r> — |] 
8. M| a= _ S b= 


2. K a=lnilr yz EEEN dr = 


з. FARD | 1) 的 收敛 半径 к 
4. ВЫ  (ахЬу)у+#е=3, BE a — Bb, b— c, e—a 238 BJ E T7 
EARE V = 


sinr —е* +] 


5. li = . 
сз а C 
— 3 
6. 18 БС) 42050, Н РС 一 1 ,lim 202—3, M 
рт) = 





f. A iC (sre 为 通 解 的 常 系数 线性 齐 次 微分 方 
程 为 





38， 已 知 函 数 РОВ В zf(z) 一 2 十 | 2 Gaz , WFC) = 





9. R Jr y ERA, H. f (z,y) = zy 一 


1 Os r=] 
y [уам , фр {С С W Gr.) = 
D 


- 344 + 


а-у L z = 


аз фе + у24/ = 
|z+y+z=0 с 


10. ВС: 


меу _4 
— y KER 一 | 3" -| 的 和 У. 





к р] 1-е ° 

三 、 计 算 积 分 [一 |. daf ap| e = odz 

m. #17, BRATO, 0.05 z META B Zk, ЖН Ж 
с. DTLTE gc DAA L kete — Ji P ir Б BT 3E TE 
= —1, z=1 FERA hyk ЙН. 

l ú ydr — (т — ld -，， х? P 

五 、 计算 T= 中 2 у ДНС ARNT 

== ] ÅJ IE [n]. 


Ж, BA e= Z| t|), EREZNI 8 


Fr Г 
геа ' Ж f CG). 


+. ËH F—=yztzrj+ лук ЕНТ. А НИГ A 
ARAAMREG +A ERE e, 间 当 
2, y, AMIE 7) ЕРЙ Л) W а А, HEAR W 的 最 大 值 . 

М, Roo ELERES A, H ar eass, f (0) 
= 0， 试 利用 变 上 限 的 积分 证 明 | | Soar] >| raya. 

JL IRAR Ст) В B 4,5] ЕВ, H Са) = fú) 


=0, PDS O0, EHETE ЁС (a ,5) K nE, 使 得 E 
=0, f" = 0. 


Э — 


解 ж 


—. 1. J(—1—0)=0, 70—140) а-я, (1) = 
. 345 。 


二 a tHr=h= () 
WH- m O 
2，8 一 -nr 十 yay 十 zjnz 


du 


gp lnet], j iny, е 
WHA ал Ddr nyt Ddy ~ һе 1)G= 


г овая 1,D 





Hi аа 得 —1<>< 
l 4 p2 
2-0-0=, а= 
ГЕ 


4, Ca Бух (b—¿c)) + (с—а) 
= {a xb -aq>xe+b> e) < (еса) 
= {a Xb) +e -(b> e) "a= 0 





战 坦 0. 
= .Sanyr 一 kt 十 ] ,sin7—e' 十 ] 
lim ]—.1 = im 人 
cosr— е? . | 
= {ип ОТ =lim(—sinr—=e')——l 
БУВ —1 


5， 由 士 lim 人 
24 ра) с2а Art 
由 于 lim 2777 —lim| 22" +r A+ | =3 
有 她 一心， 2. = 3 

ПОН 25 十 .十 37 

7. 由 通 解 表示 式 可 知 >=0 是 特征 根 ,r 一 1 是 二 重 特征 根 ,上 故 
FFI ср; 

- 346 。 


к(т — 1)? = 0 
ЫП г? — 2 + r = 0 
WIE y— 2y" ty = 0 
8. AMAR sK 
Fir) + zf! (z) = 2f (7) 


rF (ж) = f(x) 
а(х) dr 
žl) z 


In|£(z)|=In|z| +C а) = Са 
由 A D=, 4906-2, (р) =? к. 
ІН 22 


9. z | f(x,y) drdy=A, WA 
Г} 
f (m,y) = ту 十 А 


|| ZC, y)azdy 一 IIE + 二 4|dzdy 


Б D 
В А = | dz| zads 十 LA = 工 + LA 
0 D 2 4 2 
A = і 


2 
1 ] 
(х,у) = ry + x À = ху + 


А 2у+ 
中 (а + у d! 


1 
= + (zr + y + z)d¿ + > z ба + у? + id 


— | 1 _ ZT 
3 ф.08 + араса 


+ 347 。 











И 2 
— УУ 25 | 
— пз ._1 
3 
б 1 
y (—1” O 3 _l1 
ті — 1 3 I+ 4 
ЕЕ = 2 |>: i 


0 Ё 1 \ 2—1 

ol d | 

=lim2| 1— рү) =? 
] 3 

э = ] 1 2 4 


— [етажа -一 z yal > 
] ! 


z l ° т | 
гат 2 
[ 2 е 


Ш, 2 P(0,1 -5°,5›®&Щ C EHIE- S., P TEA л, НЕ 


ЕД 
d = УІ (1 — ey) (z — z)° Va — 255-2 
ДЕЕ EZK F Жш (Bi #R 
Аб) = та (z) = nig’ — 257 7) 
l 1 | AB 
Ww = J 人 =f x(z* — 22" + 2де = Ti 
— | Y 


=. йй (z 一 1]) 一 人 š _ ӘХ 
ar [ir 42] ду 


. 348 > 


ДЕ С: (z—1l) y == (е КЕ Э 


设 所 围 区 域 为 让 ， 则 
ydr — (z — Ddy 
f (= — 152 у 


一 一 ф эфа — (z — ldy 


„+ [|‹— 2)drdy 一 一 2r 
1) 











УХ. 人 
дж č у O ÈZ cl ж. 
Zəy = 17 715 е 
СЕ — н 2 pj ] ， 
一 "(í 3 2 fr 二 — 14 
у OHF" Da, y 
1 Р 
НВ y 得 
"| 1 | n 
Р руу = + 
У. У 
H (1). (2548 
р — _ АУ 
Су) ay 3 
ry 2 _ 3 
J' (y) gy 6 + ©, 


] 3 
fO) = уз — 18 t Cuy + C, 


E. RAPE pOT 
L: += ë, y 92, >= 
W = | vedz 二 之 rdy + rydz 





1 ' 
= 3| ёа: = #6 


(1) 


(2) 


+ 345 = 


“> 
Ú; 
| 
pp 
~ 
с 
+ 
p-n 
| 








解 得 











ү" 区 + ` — a 6 
с , арс 
к=н, W 最 太 ， BW. у 


x ' 2 = 
А. W Ел) = КОЛ — [roA (r = 0) 
Е (Cr)— 2х) |у) 一 Р (ж) 
= fay 2| feyd уо) | 


5 G (z) = 2| fade — F(x) 


G (х) = Ifd — /"(х)) 
Н: 0< ff Col, BY 
Fix) > f(0) = 0 


因此 GOD 2 0, Go = С(0) = 0 
+ 350 " 


У Е'(ху = 0, Fio х= F(0) = 0 


HII | frode p |, Pdt 


| |а| | > | and: 


A. AiR f'(a)> 0, #'(6y>0. H +T 
а) = f(5) = 0 





lim Í) = f (ay > D 
— t Tr а 

. Му) _ 

lim = = Л > 0 


ht ТЕ +4 — il ИЧ Ач SD bk Ж t= ATT 103 A Sr mE £: Чү» б (уру) y 
使 


a Z 
feo „|, ФӘ 2; 
MA f(a,)2>0, Fibo 
根据 介 值 定理 ,3 2€ lash C (a.b), 使 
f(E) = 0 


ERRARE, 9 2,6 (0,2), Š,€ (8,55, 使 
РСЕ) = f'(8,> = 0 
У 7E (2, £. C (a, by, Ís 
F = 0 
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模拟 竞赛 试题 一 及 解析 


试 是 
一 、 填 空 
1 设 /(х)=(а%*—»х—2)|х%—хт|, ШЙ ЫЯ ТЕН Н 





2 十 el 二 sin+r) ` 
Н р 


3. х0 PF, F(z)= КЕ пурс 的 导数 与 x? 为 等 价 
325710, Жн fr (x) 是 连续 函数 ,， MEOS 
4. iZ f (+, y) FERAN, H Fir, у) = ry + || Cuv dudo , 
1 








2. lim| 2 


其 中 D A H y= Ü, y= r”, r= 1 ВТ Ер, ПЕ fz, y) = 
5. b let + лу }дл + let 一 yz)dy + (е + yz йж = 





一 -一 一 一 


O RELENE D 一 WRH > SEHE, M 


线 为 遂 时 针 方 向 . 
6. | mini |z| side = 


7. МДА е, 22е", Зсов3.г, 45103 ЯҢ И А И 
ERETT IR MAr Л ТЕЕ АЂАН Е. 


з. DA fo) 是 连续 函数 , Ж Р ба 





о. RRAK Par MEKAK ОУ 3, URRH У) ла r 一 
EE COEN 
10， 相 死 的 树叶 在 森林 中 以 每 年 3 g/cm? 的 速率 聚集 在 地 面 
= пг " 


上 上 ,同时 这 些 相 时 又 以 每 年 75%% 的 比率 腐烂 , 则 林 叶 总 质量 (每 再 





PE Ж Ко Н [H] z ТЕ БЕ Ж X: # AE: o Ңң ЇНЇР] 
г» Бос) OO Е 
一 -一 ` 本 ?1 __ 
О ырен ТК nt n=l, 


п 5. 


=. ЖАШ (r) ER т 0 НУ Яру H Ar ИЕ БЕ Т 
н. R 10) 一 1， 判断 级 数 Уу | |a| бан. 

D BRR QTE Oy Р ЕНТ ЕЕН ЕЕ. 曲线 
积分 | 2zydz 十 人 Q(x,y)dy 与 路 径 无 天， 并且 对 任意 +， 恒 有 有 


{411 rlar) 
| д®жуйл + ©(х,у)йу = | 2хуйх + Qir, уду 
Ll. yy 


{0.912 


RKT, y). 








я, из У — ce Cp 这 0) 的 敛 散 性 

7. ЖЯ 728 y=ar torte ЖЧ (0,004, 24 Оа] 
yoi, V MULET E SR z=—1, ?一 0 ЮПИ ТЕ ПЕ ЯН t — . DADA 
Ea, b, cB, Eist BEH Or ETETETT RI EBUR h. 

L. Ú f(z)BJ FAR Elad] EE, H f£éeay=0, WEAN, 

а?аз < 10 _ ал (ж) аг. 

八 、 设 了 C7) 吕 导 ,证 明 在 fx) 的 两 个 零点 之 间 - 定 存在 F(x) 
+ СЕ) 25. 

Л. 15 firey EE X T X 1k Оа, О у= 上 的 一 元 函 
£, /(0,0)=0, НЕ (0,0) Сс, уар, Ж 


гб рр 
| de| Сн da 
lim 一 — —T 


_ 4 
т) 1 — go 7” 
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ж W 


—. 1. бк) = бж 2) 0х1) |а 4106201) | 
КЕТЕ т=0, +1 处 导数 可 能 不 人 存 企 . 
fO) — f(0) — {иш fir) 
= X 


л 


Шт 


т—®([) 


== limer — þer + Yl — x°) —— 























гж] Жо ] x=] T — | 
. (=) — fV — 1) | 
lim HRHD = lime Dlr + DG — D| = 0 
ІҢ r=0, r=1 
| 2 十 el sinr. 
lim | 1 фе \ | | 
‚ {2e "тет gine 
-im сүү Жү =H] 
im (267 sinz 
уы 1 二 et læ | 
lir Р 
аы) ала 
С 1 


3. Fir) = |Р (tjd — [es (tòde 
Гу Ü 


F' (ху = 2z| F (юш 


| 2] f (di 
. £F , . 
H і 422 = lim 一 F = lim2f (т) = 2f' (0) = 1 





4. 19 [| fCz,y)dzdy = А 
F 


С Ж, БУ] {И 2718 


А= |1 залау + А || drdy 
D D 
l = 1 ры 
= | daf туйу + A| dz dy = 二 十 A 
ü ü ík í) 12 3 
解 得 А= 
故 境 жу 


5. 95 ÉE L ЛИННЕЙ. EHRL E, х=—=0, ЖЕК 
托 克 斯 会 式 得 


PA= + (е* — ух)ау + le + vz°)d> 


I 


[о + = )а=4у = По + х) уде 
5 D, 


[К R 4 
| 46| pidp = zx K` 
ü 0 2 


| 


mt 
BORS 


—] l 
s ER = | аја rdz + | ldz 
一 1 
— ] 1 .1 37 
— j ‚о ®)йх 十 2f ж х + | zdr = 5 
- 一 =! | 
Өң 


7， 特 征 方程 有 二 重 特 征 根 r—=1, ИЖ Б зі, 特征 
方程 为 
(一 1 十 9) 一 站 
Вр r? — 2" + 10 — 186 + 9 = 0 
RAH EN 


"390" 


у ___ Dy 十 10y” __ 18у' + gy — 0) 
ДЕА y = (С, + Cirle! 十 Cacos3r + Cingr 


8, | e — pdr EE | feudu 
ELG dr =— С у)(— 1) = РС y) 
故 应 十 f(— y) 
Уа, Sina", Уты"! 的 收 化 半径 一 样 ,部 是 3， 


r= 


上 > nast”)! 的 收 妾 区 间 是 (一 3,3)， > na, Са ] )” 1 ЗИ ГА 


m== 1 中 一 ] 
E 为 (一 2 ,4)， 
БОШ (—2,4) 


10， 设 上 时 刻 枯 叶 质 量 为 = mz). 


HEIS m= 4t] —e ®t) 


[тп m= 4 
一 ”= 十 57 


ВА ЈН 4(1 一 e "О 4 


1 : 
паа nn 











—. ж, < 





7 
п? nn п 


н +t 
Я. он ныи он T 
т м 1 
уһ Í —_ — 1 
Untk ntt] 


rt 


= 1 _, _ —_ S 
ы Ë Ун п +] 


A== 9 





a | ` т 
HI J lim у, — | үз ln2 
ШЧ lim r, = ln? 


=. ШТ РА , А E nAn, Н f'(0)=0. 
| | | "(0) i 11| 





E _ Zen à и 1 
f| = =f FO > 2, 
"Dy 1 1; 
=] + р o| р, 
. t 4 11 1 . |/" ОО) 1101 
ЕЕЕ 4 o| Z) A 
10 | 
2 





н 57 оак, DUNE 


Л. ШЕЕ 


дЫ aP O 
k ду" 
故 От, у) = 2 ey) 


(Е. 
| 2хуёх + Q(z,y)dy 
ELGI 
: 1 l 
= | 042 十 КА + c(y))dy = #° + [cody 
S 
| | 2туйх + Q(x,y)dy 


】 t f =. 
= | Ск] т +] (] — c(y))dy = r | ¿Gay 
站 Ü Ü 


H ар МЕЕ: 
1 Í 
“L | endy — + [cody 
РАЛА] R 
2t = |] Fett}, elt) = 9t — ] 
版 “Әт, у) = х 4 у — 1 
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五 、 根 据 麦 克 劳 林 公 去 
(一 1 (一 D Г | с" 

















[n + (—1)°ЁЇ п? 
(— 12": (— 1)" | 
E D| P + o| n || 
— n—1 1 | 
( 1 十 i + о | 
一 l 
s tj уо prt Ha WTM; 








n=l 


CD y бшу} РИЙ; 当 p> ANA. 
п 
A C 1 | 
— = 1 时 条 т; д »с>] 时 绝对 
2, Сту м {у< р {ЖИЕ 9 p 
itat, 
R, 8210.0, Ш c= 0. 由 
А = | (аг + br)d=z = F: + = 4 
‚ _„[.4._ 4 
但 一 2 3 a 
V= | reez + bryder = x. 





а“ 
5 


ЭГЕГЕ 


d'V AR 
да? 135 7 4 
m v| 一 | 为 最 小 值 ， 此 时 


0-44-48): 
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EE а 一 一 
七 、 根 据 柯 西 不 等 式 
(жә) = [сезй] = | az] сл Cr) dx 


3 中 


т b 
— (z 一 22| (уал < (z — af CF’ (z))2dx 
Ре 5718 
h В È 
[rodes о ос adr lar 


| 


= р Р 
| CF 54 (т — аах 


E 
= > G 一 中 CE Emdr 


А. BRTF0(/G(z)esy =n are, > 
F (z) = fire 
则 FEDES. ёлу, лоба аз) /(х) {ЕЖЕН ЖН, WH 
блр) = Fir} = 0 
BWIRE, E ECC), fh F'(6)= 0, En 
E Р (Е) )её = 0 
由 e10, 有 
РС) + /' (8) = 0 
故 得 证 . 
J. АНАКЕ, 5 


к? — 
| |a fauda 
im : 


J 
тч! 1 一 =£ 24 


i 


— dt i JU u de 
= ]im Ü "E 
F х4 





| 84 
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КО 
(利用 洛 必 这 法 则 ) 


TrA 





— 1101 


_ |, ZG ya: 
HT 








_ -一 -一 (И ЙДЕ) 
— iim 一 Cr) (£ € (0O.z2)) 
х0) + 
= ШИ —- Т 
=— f (0,09) 
ү „ооу К 
其 中 1450,0) <| LRE _ (0.0) 
= х 
r— J + 
ы ESE) об 
im = |1 = 0 
ae + г +0? 


+ 360 * 


模拟 竞赛 试题 二 及 解析 


试 是 
—. AF 
1. 设 a 是 任意 正 实数 ,Fr 一 (Cr 一 1 8. 24 z— + eR, 


f(z) 是 一 的 _ АМ. 
ku Әд Oku rk 
2. Б ш (= уут. — z), Шаа к #7 


i] 十 x r0 3 
3. Ж (х) = ‚ 则 | F — 2042 = 
JO |e + >Ü | 
ч N" I 
4. lim — = 
Р} 


тр 25 





5， 设 函数 Сәй, WH ЫК Кї уде. 


6. |. а eos| іп 1) | 


7. 设 S ВАШЖт|+|у 1 HRE, MH [[‹х—2у+ 
5 





dr = 





dz + dS = 
8. ЖЕК Уял 的 和 函数 为 
9， БРЕ саа) уху + y= 0 ШЖ ЙЛ 
10、 已 知 函 数 六 zx) 满足 trtoy — 1 + K ` | fx) = 





Z. B IODE оо, Too) ВТЕ, Н fr(r)=c0, УСО? 
=0, ЖЫШ: 对 性感 220, +>, 
Реті 十 ль) = /(ту) + fúx,) 

+ 361 。 


‚ iZ Сл) ЕГО. Бе) EE” H fno, РОО) 
<0. ЖИЕ: 在 (0, 十 co) 内 Ох) НАЯН 135 sa. 
0. 01012, лав 600 1,2,190), Ит, 
Ж. і а(х, у), vors, y EREKE D， т‘ уі Н — 2 
续 偏 导数 ， 又 
Flriy)—ut uj 


а м\., [д | 
(г, у) = 715; э эу]? 


ТЕ РАЖ E q ulr =l, evlr y =y, 求 积 分 中 六 ad THE. 


А. С) = | 2sz 一 | 在 xz 一 0 点 展开 的 里 级 数 


七 . 施 续 体 的 容器 应 是 什 么 形状 ,才能 使 液体 流出 时 液体 的 表 
面 的 下 降 是 均匀 的 (液体 流速 为 v= 二 c ~ рус 为 常数 ,y 为 液体 深 
НЕ). 

JN. HE ==13—ж*—у° HRE ty z = 25 分 成 二 部 分 ， 
求 这 三 部 分 曲面 的 面积 之 比 ， 








h. RRR 2-р. 
ж Nr 


—,l. lim fin f= lim SIE: 
Tr 十 ТА =— a | У 


BY y HE Eh Bi: 


2. TP+ 


ORALA- e (—1)-+ fi ]+[f; Dfi e (—1)]J+ F == 
` 362 ° 


Б О 
3 
3. le — 2)йт (Z; z = z — 2) 


= | Lodi = Га + х) 十 | edz 





_ 8 _. 
3 
š 
ХИ —e 
п. I 
4. Wa =E ,由 于 
imit рр 2719 (m+-- 1)! 到 








изе Q, meo (a+ DPen! 
_ |; 0,1 2 
= іт2 ЕЕЕ = < 
е XX Уза, IS, Ете, = 0 
n=] rimin 
сін 0 
5. s — гуд; CA 
二 -~ [ T fGodu = N L fe yd 
Ë 2 p 27 WIIN 
dfa гуду — L А 
dz), t = yf C) + 2= 
WIB rf (x°) 


1 
6. < #=]n PE В r=e™, 


а Ге F} ] 


2л x 
Е |, [sint |а = 2| зіп = dn 
п 


AUA 4л 








d+ == | | Tsin| In 二 | а: 


* 368 + 


|= + зу + 4z + 5) 95 
n 


E || = ау аве? 十 25)d5 (F ЁЛ ЛУ) 


= 2] | 245 + 25 ffas 
С 


^ 


= g| 21 [zas + 25 ffas] 


LI 


"| >, 
1 l- r | 1— т = 
= 8 x a| az] жоу зау + 8 х 25 | dz| ~ зау 
ü о б 0 
= 114/3 
ЧИ. 114/3 





1 i =< |) ita 
“(тт | 01—25) 
+= 

BORT O ry 


9. H ХА 25, y + 是 方程 的 -个 解 ， 1 урт тев > 
-与 у (r 2k НОК 23 


|ва мі» 


узб) = ул | ЕСТЕУ] ах 





一 一 Inr 一 1 ( 取 常 数 局 为 0) 
方程 的 通 解 为 
у = Cr + C,C— lnr 1) 
. 354 * 


ін vO, dnr -1) 
10. JD е Ст 
TE HEJ у= Р) 





„из = L 一 2а 
шло 5 In + 
JG) = C e 
代入 已 知 方程 得 
Ce + Се — C 
119 





Ër (7—1, ў) = 





Z. $ F(r)= filatz РОБ) fn) 
Ежу = f'üzr + zr — Fir) 
= f" Er = Ü E Er 十) 
ОСОРЕ ЈАЈА, У 
0) = fr) — f(0) — f(z,) = 0 
ИХ 220, Fimo 
ЕП Ўсе) la) HF (гү) 
因此 f (=. Бл) Сх) T f (z; ) 
=. ВА С) А20, 根据 拉 格 朗 日 中 值 公式 ， 存在 
£C (0,r), 使 
У) = /(0) + / (Фут > = /(0) + $r 


令 FOREr0 得 vs- L0, Ч r> ETENI 


-A0 


00) 0, 根据 介 值 定理 , gwec] + EO, +æ), 


使 
" 365 ， 


fee) = © 
H] ANEO, Hoo 30. 
HT f ir>, f (z) HTA, y ДЕ —-. 


Н, a= (6) а 
{ тї 7217-6) 


= т (aF 3) ба Dr 2) < 
TI 0 HHE 28 fE. EIR жь-”Ө, [Д\| 


故 {x,} 单 调 减 少 ， 
V. ni, n= ito > 0+0] 
没 z,2>1, M 
r= луб} 621 


Y xz, A ЁЛ. 因此 limz， FE. 1 


зто, = А 
ЕҢ 72.0506, з поо, 得 


五 、 设 五 的 边界 曲线 为 C， | 
| . рас = Tiel си — 3 | 十 “| 2 — x |ахду 


=] аа 





ош | —— — 
= [I + «]- [+ vt hy 


= d uvide + dy) = 中 ydz + dy) 
t 











Tam Qm! 7 
七 、 设 + 时刻 液 面 高 度 为 y, 而 容器 是 由 曲线 у 786 y fl 


诈 转 面 成 ， 在 时 间 引 ,yi 十 dij 内 被 面 下 降 ау, НАУКЕ ОУ 
xz dy= таг = c ~v руа 


сМ Pp y= пх! dy 





4; 
н ү 
Tsa (a ERRO 
АУ CN PEY = nT C] 
ISa 
У 2 22 
ЖЕТЕ ИҢ (El Н E FJ 
лёс А 
y = PAE + 2)? 


М, ИШЕНЕ А 
[у= 10 
z= 4 == — 3 


ЕН rët, 2225 得 


БУЫ аз 


~ 367 ” 


由 图 85、 设 一 部 从 曲面 面积 分 
W А, A,, Az, M 


























À || 2 
= — drdy 
. v25 к у 
Agr ч 5 
— g) Ê do=10r 
КО осуш 
- 
А,= | —— x 
‚ч М?5 ж у 
=> +y t В 
[7а SP] 
{ 9 ~ 25 一 б“ i 
A= 4х • 5° — À, — À, = 707 图 85 
kiy A, t A! A, = 1: 7: 2 
+h.. lim dat] — |; CEDE — 
та | SM and)! 








HIERE = оо, [И ШШ SC co, + o°). 


.4л 


502) = >, — 








ио (z)! 
S w= TT 
S= аут 
a= бы Si 
590) = 25 аут" > ТТЕ 565) 


900) 50) = 0 
1.5403= 1,5 (0) = 50) = 50) = 0 


Л ЖЕНШ Е 27 
Siz) = Ce“ + C * + Ссоѕх + Сз 
H ЁЛ ЯҢ ЖЕ 15 
C +C, LC, = 

C—C, +6. = 0 
СС Сз 0 
C—C, =С,=0 

КЕТЕ. Ci 一 Ci 一 于， C, = 


ЙУ Slr) = (ese + сакл 
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模拟 竞赛 试题 三 及 解析 





试 题 
一 、 填 空 
i 
《一 1 | 
2. ZEP Ca ye 当 Б, ү, 当 
х ВГ, ERA Am рие. 


3. P CEMA OOSA = MA, DAE ER, / (г) 
在 (一 co, 十 w) 内 有 连续 的 导数 ， 且 满足 [fa — 4r? + 


йм“ -+ 12ту— 2 , HU fiz) = ‚ WAED T = | Z= + Зу 
十 1) (245 + зау) = 

4. RAR INEO, DRERI. f(z)2> 0, FDO, 
f=], X =) М у= (к) ЕН Сх. уй КЕ В Б y 轴 所 
Ае 


、 Г 21nu 
5. W /(т)= | 





du , rE (0.49), Д/С) + | 1 = 


б. 已 知 方程 у= = 








НЕЁ у= ' | plr) = 


т] 


‚ B f(z) 连 续 ， 为 正常 数 ， 则 初 值 问题 | TOT O g 


yi, == 0) 
у= . 
8. 一 半径 为 a 的 轮子 沿 工 轴 问 石 方 作 无 滑动 的 滚动 , 设 轮子 
中 心 以 匀速 ”运动 ,Mryy) 是 轮子 边缘 上 -定点 ， 且 一 0 M 
。 370 + 





эӊ д d dy 
在 原点 ， 则 x 与 y 的 速率 了 == ' + 


о. i$ f'(ez)— asina: + bcosr)rta, b 是 不 同时 为 零 的 常数 )， 则 
站 一 











10. 1#ш=хуге”!?!*, 1—7 aan = ， 

二 、 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 ， 县 AOSA), 求证: 
J še (0.1, 使 得 

2F' (€) = (1 — £) f”(2) 
=. ЕЯ y= 二 /Cx} 对 一 切 z 满足 
rt 3r 0х) = 1 — e + 

НЕШ ro 天 0 处 取得 航 值 , 问 f Cr, ERARE RE, 并 证 明 
你 的 结论 

ш. ЙН 


= Е міл? — у + дуй + za vat + у? + z°"dzdz + 


| x2 — хума + у? F =?) drdy 
其 中 5 ЩЩ 201 — х у?) (2220085 ЕЙ. 


五 . 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ， [Adz 0, [алсаз 1, 


考虑 积分 А + 一 1| ferda ‚ 证明: 


(1) Є [0,1], |702) |224; 

(2) fr £C [0,1]. EJA] — 4. 

zv. (1) мис, уз), A ru, Буну Бн. = 0, 试 证 明 在 球 
А T e AA, o HIAR, 


(2) EF r=zlr, y), 若 至 一 至 ， 试 证 明 z 仅 为 > 的 函数 , 其 中 


r= a Fy, 
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л!° 





ж -+ 
¿RT S SBI yg 
yr trt rs 
入、 南 水 从 屋 榴 上 滴 入 下 面 的 一 立柱 形 术 桶 中 ， 当 下 出 停 汗 
HB 时， 桶 中 国 水 以 与 水 深 的 平方 根 成 上 上 比 的 速率 问 桶 外 滩 涯 ， 如 果 
ЖОШ =a ЛЕТЕТЬ 内 由 开始 的 30 ст 减少 至 88 cm, [0] 88 38 36 ЛН [aJ 
#6 НУК 2 55 2 ta. 








l 一 一 1" 
A. 证 明 | rdz = у) 0 














— (и H DN 
lji ] | 
一 1. lim| 1 一 去 | [1-4] гас) 
. x3 2x4 35 — 
=lim Ç x4 < (у DEL 
— y ni 1 
ей an 2 
1 
8 
+5 det { — 
2. M z2>0, aG) | Е, М 
НТ Ц ЭХ. 
当 r= ü, Hale 0, 3 5 HY. 
t E 








由 于 1im > =—==1, ШШ >> B, > 二 ШГ зу, йу Y (а) 
收复 ， 即 级 数 绝对 收 笋 Е 


МОРЗА 2220, а> 
3. 50Р с 求 偏 导 


} (25 + 3y +1) 2 = Bz + 12у = 40r + Зу 4 1) — 4 
бу РС) = 0-0 
. 372 。 


= [от зу Ddr T 3y +1) (r= r+ 3y+ D 
| 


HA 12 
= [ Уй = | (22 — 2)dt = 121 
| ] 


brar 别 填 ?21 一 2 和 121 
4. ШЕ 
| оой 一 rJ (z) = ‚у? 


FAX жоК St AS 


F (z) = — 2x 
FED) = — z° + E 
ЕН f=, 18 C = 1, J/(r)= л +1 
WIE 1 — х: 
5. 了 (7) 十 月 二 
г 1 _- 
= | ing у, +f 2102 gloz |， (党 二 个 和 分 
yu +l l н +] A _ 1 
5 t = —) 
х 
+ olny рғ 
= ран | р 
[= Zina пи 
Е аа | туйи 
一 "юш, — Inzx 
ош 
WIA пе 
‚ Жж h @ р 
5. у=] КАВ, 行 
lnlz| — 1 = l ` 
{ж аар | ©" Е? 
p — _ — í С, _ 1 
ја z] = а ||? Жл) = x 
НЕ — 2, 
Y 
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т. y = e Fee C + [roek ae] 
есес 十 | zerdz] 
由 у1,.=0, 49 С=0. 
ЕІЯ е-=[ Seeda 
8. НЕ, z—=a(0—sin08), y=a(1—cos0), HP д ET 
转 过 的 和 角度. 
AIRT POSDA, Ho 也 以 匀速 运动 , B © =, 8 


22 = а(1 — сов) SY = (] — созӣ)т 
dy 一 gasint dé = vsin 


d: dz 
trar AJA — cospe 与 vsing 


9, f'(e*ye"*=ae*"sinz=+-be*cos= 


和 [分 得 |” (ег уе" аж = | Caersinz + percosr}dr 
В Jf се?) = ке + b)sinz + (P — a)cosz [1 С 


Ñt [Ca b)sin (Inz) + (6—aj)cosú(]nz#) ] +C 


10. а уге? ryze? 
= (142) ухе" 


2 
22 = (246) yze” ° 


Fu 


až ay 


Tu 一 十 
хл (2+z) (3+ y)ze 


Ou __ 
Dr ov aet 
374 * 





= (2+ r) Clt уђе tt 





(2+Hr 3+ yt z)e”' > 


WEACH tyt) T 
=, $ F(r)y=(1—xX'f'(z=), MU FEDE, HJ /(0)= 
fOD, 9 c€ (0,1), fE 


f' (e) = Ü 
k F(l1y=F(e)=0, AME ФЄ‹є.1)С(0.1), 使 
F'(#) = 0 
即 (1 H rA — 201 — 8) f' (85 = Q 
Ч 2f' (E) = (1 — 8) (6) 


=, 将 т, 代入 方程 ， 并 利用 J' (z) =Ü, 得 
Lof (z )—= ]—e © 
us хо2>0,1--е 20220,08 (о) 
aa ra 0, 1 一 e zc 有 0 
故 f Сл) ЕЗ ЛМЕ. 
Eu. Iz S, 0224 у 422—1 = = 
2 = 
отн. 5, 为 | УС 的 上 侧 ,3 S 
== 
S 及 围 区 域 为 WV，5S 5.5, 所 围 区 域 为 
Vis Hü 


了 一 р 一 |у мк + x° + z°dydz + 图 86 
5 


SHS 





] 1 
rz мж? — у? + z2dz=d> + 
(ту — 2ry~v z: + y? + =21 dedy 


= [| бау 一 ЕА + геал + (ку? 一 2ху)айхау 


Ы 


一 一 b + ||yzdyds + rzdzdz + (27у — 2ту)йхйу 


S+, — S, 
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j| 


| Оду -+ IES 一 2гу)йхтду 
S, 


k ' + 


| (ry — 2лу)йлтйу 


+o 
т" оу. 


2т 1 
= | 49) р?зіпіӣсов^да р 
р J 


[ 


їТ 


724 
З, O) HA ЧА ЕШ. Э eloj 使 


] 1 т] ; 
1 一 Í zf ldz 一 5 | J (zd: 
ü „ © | 





[|+ — 1| яска 
Ü 2 | 


1 ] 
= . __ — 
< |а 2 


e || 


f ez) ах 





| 





1 
了 一 1 Jaz 
{; 


КОИ СУКЕ 11а. 


z 


_ 1 
= |/(ë)| 4 


EHE ACE) |224, 
(2) 因为 АСТЕ ГО. JEE, ir) ЕГО, ТЕЕ, 由 
012. 32. 8[0.1]., і 
(Š y] 224 
根据 积分 中 值 定 理 , 3 5,6 0,1], & 


^1 


РСЕ) =0. FHIR rf ЕН. Ze H E, 之 间 存 在 <， 使 
2) | =4, gelo.) 
- 376 < 


A (1) 由 于 





u= u(r,y 2) = s(rcos0sing,rsin@sin@,rcosg) 
м М, ` н А ' chr ‚. 
—= < cos + 一 3 š 
= со; faing + gy snp + „СОЗ 
li % ди Зи) 
-7 C Yay T k 9 
е LA 0, p EER 
(2) 由 于 
z= sle, y) — z(rcosf ,rsing) 
空 一 0 sing) + созд 
ke: re 
— _ = б _ ү, 
У ағ + І у ° 
К z DLA r ЈЕ 0. 
七 、 设 和 分子 为 p. ЖН g. WMA 
пр 一 mq 
2 | т? т? лї? mi 
= кер Бар рр HI — 
一 Kint = Ü 
ky. Ж-а 


八 、 设 1 本 刻 水 面 高 度 为 ?一 wy， 水 桶 半径 > УЛ А, ЖЇН 
内 水 的 体积 为 mr y. 由 题 总 ， 
Cr’y) =- i м у (k — 0) 


d 

Ар | dy р nÉ y (iY Ёё — Ži, 
T J ` ДИ, LE ir? 
[Чу _ - 
17 ВМ у 
y |í. = 50 

WEG Му 一 一 $, +C 


+ 377 > 


由 y |--0= 90, 得 ¿C = J 90. 


Vy =— Zt +90 
H y|,-I= 88, 但 
k = 2[ 90 — 4/88. 
ОН Y = [ /88 一 90 十 -930 
F y=0, 19 
t= №90 а во. 5 Ь 
V 90 一 人 88 


2) 89.5bh 桶 内 的 水 全 部 渗 漏 掉 . 
JL. | "z" dz = | етей 
— Г + xlnx + T гаа 二 = апа 十 … 十 


а + -|da 








— x° +° 1 | y? т? 
-Lt 
хрз yi 
111015 — J ае + Š nx – 4 
ж"! „ т" і) а 
ктр (т — l G ti х P + 
【一 ])" ‘zx""! (— 15у". | 
(л + 1" [n.r -十 (n 二 т | ; 
=í, d4, l 1 (— 1)” 
1 22 + РЕ 4* + a L y + 
_ У (— 1)" 
ті = ü {n + 1! 


63га = 


 ———sxEa 


1. 


T. 





模拟 竞赛 试题 四 及 解析 


试 x 


， 填 空 


arctanr 


ПЖ f (zr yt r= 0 可 导 ， Hlim efiri 1:2, 则 fC0) = 
* E= 





ШЕ, у==дл?е* , MH y 2900) (буу = 


Kiska) рил. a= 


ПЖ /(0y=1, f(2)=3, /'(2>=5, W | zf"(2x)dr = 
L 





„ 17 de _ т _ 
al —— = = SM z — _ 
十 十 2 一 a 
L. ， M хіх = , 
Ж L: “aso ni $, т?з 


-a 一 的 解 ,C 是 平面 上 的 


光滑 曲线 ， 则 曲线 积分 кы. + "шу = | 


8. lim ЧК 1 + еіп?) rdt == 


9. 


Ж A PE (1 у?ах-- (z— arctany)dy = 0 #9 39 AE A 


10， 函 数 gkx) 在 [6,1] 上 可 导 , 并 有 | punde — aglr), H 
H а ARK, E «#0, a=], | ФА т) = А 


. bal, ЖИЕ Ре —ае'<й—а. 


、 设 oa 人 一 1,2， ,1999) 导 给 定 的 正 数 ， Riim (7 203+ 


中 ЗТ = 


+++ 1999416). 

四 、 求 曲线 у= 2e *sinz=(z2:0) g Ог 输 所 条 成 的 图 形 的 面 
M, 

B., u= (х, уз), фОл!,е',ж)=0, y=sinz, EP f, p HB 
具有 一 阶 连 续 偏 导 数 ， 且 空 关 0， 求 守 

75. BAR LEERTE pme. MA L ЕТЕ 
н. MDA L E— Em, ЖЛЕ ОМ». OM УҢ L, 所 图 成 
的 曲 边 扇形 面积 等 于 世上 两 点 af, 间 时 长 值 的 一 半 , 求 曲线 工 
的 方程 

+. 一 飞机 在 离 地 面 2 km ЈЕЛЕ. ЕД 200 km/h 的 速度 飞 临 
某 目 标的 上 空 以 便 进 行 航空 摄影 ， 试 求 飞 机 飞 至 该 目标 上 方 时 搜 
停机 转动 的 速度 . 

А. 9 СОЖА 2-0 96—908 р ТЕ 90, Н. 


lim C o, ЦЕ AH 22 3⁄4 е! | FE Ч. 


A. А ӘЗ К БО, Б 00) 0. |70) |= 
plc, EP О< р<1, ШЕН Ar 和 


ж W 


arctangr 


—. 1. H lim ef] 





一 2 Klimarctanr= 0 
т—=[) 


得 lim(e"®—1)=0 
ky J(0)—=lmJ(z)—0 
Мн Д 
ыл, o] ] 





——— ...... L 


— 


N arctanr 2 
故 分 别 填 0 和 方 


* 380 e 





: 1 
re 的 系数 dgio 一 19981 + hy 


2000 ! 
у (0) = аю + 20001 = 1998! = 39908000 





krl 3098000 
3 一 下 二 ay vy 
| (гу)? (r+ у)“ 
ДҮ aX , 
iiim ду‘ ч 
_— 2у {a 2)x — ау 
(r + у (z + y) 
得 在 一 研一 心 ， a =°? 
іН 2 


4. | "ту" (?туйт = 1 | ха” Ох) 
ü] Ü 
1 1 1 í! 
一 rz ( 2) р — +| 5 2rdr 
= dpi — tror) 
2 4 Ü 


= Р) — + Lf) — 7000] = 2 





— 3 


е] 


= 2агг1ап+ 





= 2aretan 3 — ?агсіап we 一 |] 


— | z L 一 一 "Zamaa. — 
2 3 arctan „е ] | == 
解 得 T=]n? 
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ЮЕШ In? 
б. 中 2744 = 二 d (r*+ y + z°)ds 
Z, з Jr 


ЛИ. О 
8. 由 涪 必 这 法 则 
lim `]. (1 十 sin2;)!''dz 
к 十 sin2t Yi"der 
= hm ~ 
工 一 = 站 sE 
= 11141 + sin2x yt 
下 一生 省 
一 Пт] + sin or áz u = е?" 
ЕҢ e° 
5， 将 方程 化 为 


dr 工 arctany 


йу l + у" ] + >° 


-|d 
т=е + e + | san ny Jr a 


7E =ч C + Jarctanyer darctany | 


= е асалу Œ у ar Ctan ye _ ошена} 
= arctany — 1 + Се "8% 
故 填 站 一 和 ICtany 一 ] T Се amen 
. 382 = 


10, -% н == t= 


1 т 
| pizdi = -| piu Jdu 








АХ ГУП УУ EN 
+ е4 = alr) 
+ JÓ 
| “ОФ = алф) 
РАН Ж] т s tp 
(л) = афт) + ал (т) 
HIT) 1-а 
(т) а 
а [902 | = 1 а |а| +Ç 
ег) Сга 
故 填 Сусе" 
— A y E _ 1 
—„ ` ГЕЗ: + * gun) =- 
AH PHE, J Sc (4.5), 使 
е e её — 1) 
4 Б РЕ) $ 
l 1 ee — ] 
а D ZE 
= (] — ё)еб < ] 
ее 1 1 
а a фа ® 
由 此 得 бе“ — ac b— д 
=, ix max la l =a 


W= (a! + 2a1 + ++ — 1999241411 


] 
[n y, = „абат + 2а 十 … + 19904", ) 


+ 383 > 





Za) L oa. + 1999: 1999 | | 
， 1 фу ' 




















由 于 





Cr 
= lna, + | 7 + ? 22 十 … + 1999 Pa | 
def 
= Ina, + =. 
о ж, < Таа + 2 + == + 1999) = In 1922 2 2729 
ип 11 1999 X 2000 _ , 
a— M A 
limar, = 
limlny, = Ina; 
lim у, == сё) = maxr Ге, | 
те 127571999 
+ =: 
у. А = | |2е "sin А.х 
ü 
r+ liz 
m >! 2(— 1y'e *sinzúd x 
k= 2 Px 
ч — ež, (Ф120 
= 2(— 1)* (sinr -+ cos) 
Ё= 1] 2 Ёл 
— > (— 1) le tileos(tk + Lr — e "roskr | 


==!) 
Dx > 


— >C 134—1 Ге алые 1571 — A 1] > ] 


k= Ü 
= > Сет + e tn] 
&= 0 
= (1 +e) Уе F 
&=0 
lte" e4] 
1—e" е" — ] 


H., — EAr z 求 偏 导 
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du_ p pdy, pdz 
Ja /ts Jr t: dyr ñ 


| f у dy r „ dz _ f 
dd 2 
dy д 
qy EOST (3) 
1W SM X ORT 
a =— rr — cosz + e É Г) 


жй, DRA DIY 
d ; ， | | 3 
Чы f; + fj" cosr + f! ° — 2r f — созрее. Ë 
F5 ФА: 


Г 


= f, БР. ' соз 一 0g + ew coszr + gz) 
j 








A. BE., Í MUOU) 
P ] 点 
|, 7640 一 >], м/о + Сә Yd 
ADHAT Ө ;k ЕР 
=. + (py 
ё =+ sx р? ] 图 87 
d 
— = + dë 
ом р? — 1 


— агсып Р =+ f+ C 


H p| a= 2, 得 С 





5. 
一 агсѕіп 2 =+ 0 — H 
ВП == — ! 
sin | Ta 
此 即 为 曲线 L 的 方程 . 
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七 、 如 图 88 AEEA, 其 中 日 
标 取 为 坐标 原点 ， 记 飞机 与 目标 的 水 
ФРУ г, ВИННА О. WA 


ќапб 一 2. 
КШ 


B = arctan 2 
Fa 





Ёз] г $K Së 
40 _ l EE-E 2 dg 
dz 1+ [2) rild: а +À 4 Hd: 


将 х=0, 至 一 ~ 一 200 代入 得 


= 100 (rad /h> 
180 1 l 
= |00 > т ~ 3600 ((°)/5) 
= 2. (С)/з) 
f (=) 


f (0)= limf ir) = 0 
=— (} 
fe) РОО) р ZG) _ 





F'O = lim 
т-=0 Æ r-=Ü T 
ЖЛЕ xz = 0 B B JE [N 
f(r)= f(0) + fF (0) + 00 + olr’) 
_ / 00. + ola?) 
{1 = 240 1 | 
P = 十 o| 








>| 
ГАС 


зүү o 
| 一 — = 
lim | | Ыз 2 

. 3856 = 





Хр. 





н laga. жг) (| wa, юл 

A. BAE, 1) Е r=. 

由 于 Fr 在 10,.1] 连 续 , 故 | (е) ТЕГО. 1] ЕЗ8, | / (т) | 
在 L0,1] 上 在 最 大 值 , 即 3 т„Є [0.1], E 

M= |f Cra) |= max |f(z) 1.% z = ü, uE. Az FH T ВЯ H 
ЕРИ, Є (0,1,0. fs 

M= {Сао l= iron f(0y|= |£ ә 

р РЕ) | [арм 
Н 0р1, НАЕ М0. АКТЕ 0,1], Feno, 

ЯЗ АН ЕЕ ЕЛЕ НЕЕ {к —1.01E, Fao. 

AAI С 1 的 连续 性 及 ИС 1) = 0, (1} 二 0 可 分 别 证 得 在 
L—2,—1jJ4#f 1.2] Е, /(‹т}==0. 如 此 下 去 , 可 证 得 在 [一 6 十 1)， 
— inat] Е, Fro, n=l, 2, +=" 

Ale, EZME, (ә) 0. 
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模拟 竞赛 试题 五 及 和 解 术 











试 RA 
—. RF 
epar HP 
‚ хчёє].—2 _ n 
TONE {E x=] 处 连续 , 则 
2 工 一 ] 

а= ‚ b= 

. - а l " , 

= ——— — [| — 
2. W u, р> "Еби 5. ‚ та, 


3. ЕА z" Бу Б zy = 1 fü А yOz F BS 42 Z ZJ 


— _————— 


4. lim 1х) Хунд" 
* cl т= | 
5. T a= O u= l puppy аг, bua, 1,2,7) Сх) = 


ыз 


>, еа", Шу (тй ЛЕ ЖО iB. 
6， 设 r= flr DEAA. DHA, ал001 Jf: (1.1) = 


2,f,(1.1)=3, g(r) = faf rD WE ба) == | 
7. їй D RHH у=4т 和 у=9т 在 第 一 象限 所 图 成 的 区 域 ， 








则 一 重 广义 积分 Ба =. 
， 设 函数 f(x EO, Бос) Е, ХЕЕЕ a, b, War 


[yas чая®. 日 Fr)=i, 则 Fr 一 _ 
9， 点 (0, 必 到 执 物 线 > 一 去 的 距离 为 


* 3B = 


d 上 fiz) 
10. a, drf. агчапр(у)ау 一 —_ . 


м, 正明 >) ӘЛЕ Y (Gat — rr + 2mË) , О= r= и. 


_ ү. о уы O O 
=. ТЕН + (À + 1)! + (& + 2)1! ` 


Fu. РЕ ЖУ 天 人 -了 п]. Tag FADE: ] FJ F SY SI, 
lim J (za 十 &,) __ J (zo — Ë.) 
жоу + б, 
五 ,计算 曲线 积分 7 一 中 yide + zdy 十 ridz ,其 中 忆 ЭЛЙ 
2 r=. В ж 2, 2 = Rr(R2>>0), ЖЕМ, = Ер ЖЗ, C 








的 方向 为 北 时 针 方 向 
‚о. =r? 2 > 
六 、 设 变换 |" O 可 把 方程 6 225 25.95 o 简化 
为 二 三 一 0， 求 常数 a 及 方程 的 解 
+. WR ааз 0,6 > 0). 


А. WW (2) = 3а? + pir) 一 [ fer)dz ‚ (т) = 


1 
Ат 一 fir) +2| &\х)йт, K fir), glr). 


Ju. HRM JOEL 2] EZRA, BR |0) 161, У 
СО ГР СО) S4, WIER: 在 (一 2,2) 内 至少 存 在 一 点 二 ， 使 
FEHI ESD. 


Ж H 


iim tt j+ ax — 5 


mor per роу 71Р = 2 
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х=] 





二 imirt + az + 56) = Q 
r—] 
Вр l +а + № = 0 
хась _ lp Z тах + ё 
~ 人 
= + lim(42° + а) =-у(4+ а) =? 
解 得 a=2, b=—3 
СА 250—3 
[ҳу 1 jË T 
2. Hn p (1 +Å) [57 _ 
_ 1 -= 1125 
-1 uU -|1-) 
limu =e ! 


WHH е! 

3. RRE yOz 平面 的 投影 柱 面 为 S, S УЕНЫ Р 

曲线 С. ЕС E, z Жу, 2 HREAN. RECE 
д? — yr + x + а? — 1 = 0 


的 判别 式 
А 一 (— у} — Aly + x° 一 ~ 1} = 0 
ЁТ dy — 4«%—4=0 
Зу°-Е4 4 
WHE 
r= Ü 





| 
二 
5 
M: 
{3 
= 
[ 
З 
А 


_ GO + >) 


(1 — +)? 
lim (1 一 ry S nta” = lim z(1 + z) = 2 
Ру 1 n=] l 
5 у= 24 — 
уре 
ятт # ! 


ан. + Ett 
=1+ >° — 
к=] Р? = 





н Hi 

=1+а2; Se tb 2, 1 
a= | РЇ + n=] н + 

4 


1 on 
T 
н! 





=] tafl) te 





Fdal (2) +6, nl а) 
t= 2 (н — 1) ! 


—af х) + (ж) 
J(0)=0, 7 (0) = 1 +аў(0) = 1 
Рт) аў {х)-—-Ь (х) = 0 
ВХА 700) = 0 
Р (0) =1 
F TED а Зра) C) L, 


=3(х)[ Cr fir CT fT TA (т.т) + 
Jf: (z,z))]|.—, 
=3х1х[2+3(2-++3)]=51 
改 十 51 


7. || ze -drd y 
n 


” ДӘ] = 











4 5 — у рр 
— | е? ау мари k 
0 — y Р gx? 
= “+ , у т 
— 5l ye" dy 
Tja y=4yx: 
51 1 -3 t= 5 | 
=- zod — "= = —— 
Т? Ü 144 
ji 144 2 
8. 由 于 和 分 与 性 无 其， Ы (O x 
d ah 
4 /(‹т)ёх = f(abyb — ўба) = 0 А] 89 


> 


A ар 1, Ë Free) 一 =. 


故 填 2 
3， 设 | +, 否 | 是 抛物 线 上 任 一 点 ， 
Jiz) = а = л + {不 一 аа + 16 


3 
fay = 5 + 22. = Z (a? + 10) 


f'Gr)y=0, f >=0. Ра) = зул +, F" = E>0 


J(0)— fins X. f(0)=16, 4|,а==4 
故 填 4 


f ez) 


10. ià | arctang Суду 
二 .首先 求 3z 一 6rz 在 0 所 x 所 x 上 以 2= 为 周期 的 余弦 级 数 . 


dg = =j (3z° 一 有 rdT = — 4r’ 
Ti 
_ 2 
an = | (327 一 блл )соѕт 4 
F Jo 
_ 12 __ 
т mi (п — 1,2, ) 
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hy ar? 一 бил -- 2x + У; 1 созлуг. т Є (Оу | 


т | 


У) =; TGr 一 блг + 2), C [0,я | 


H 


. СИ 
lim 2 у - (& F 1)! Q42)! 
su _ АФР 
1 ЕЕ Ф202) Б 020 1 
A l _ — l| _ 
= 21 гата = да 


| Et 2 r 1] 
由 于 ою = DT 5 LÈ т/а 


一 Кл 点 Y 
一 |: > = аг 一 КЕ — 1) х 
Y т“ 
= rē Tetil- 5 


. ` ë + 2 
| ї__ ETS o o 
lim 2 т + (#+1)! + +2)! 


ж? | | 


一 — t __ мт __ — — 1 
S (1) оге е* + | | 一 了 
Ш. е д, 
f (zo + os) = Firo + Р roa, + оба) 
J (Tao — д, 3 = J (ra) + ГА (o) ( — Bnd + ӨК) 


Exo H oa) — Fir, — B.) 




















lim а, + Á, 
__ lim| #' (za) 十 + — е = |= Fixy 
оќа,) +оС 8, ) оба.) | o(j,) 
еп | atA [Sla 8 "ante, 
оба, ) ос) 
=< | [TÍ a 











393" 


otan? } 











由 于 — lim] 
lim оса, Ко о 
五 ， 设 球面 上 由 曲线 C 围 成 的 部 分 曲面 为 5， 5 E Wan; 


法 和 问 其 为 
feosaycobs 有 :cosy】 = (2,2,2) 
由 斯 托 克 斯 公式 
I= | — gzdydz — 2zdzdr — 2уйтйу 


АУ 


一 一 || сог + zcos + усоѕ7)а5 


= к] (zz + ry 十 zyydS 《利用 对 称 性 ) 


一 е Z= ас 


= 一 2 | zdzdy = 一 2 || dzdy 


тұ 


FI os 上 л 
一 一 af dof costdn 一 一 —R: 
© 0 4 


a А Ааш rw #& А 


— r — r —— a — a r 
—иыла 


75> ғ диде рдғ ди | Qu 


= (Жу {йг бе d __ i ¿e 
ду ду way Са? “до 


qe д2 айн Fz др J = ck gfe ck 


цо ¿Jr Ән dr А" дг 











— 


dr“ С 


=. 
sl 





| 
| 


+ 394 > 























Arly à ду дидо ду © дм ду — д? ду 
а 22 а 
一 y Т ба 2) 2-2. +a 
2: pzu frw Pem, lza 
ду? 3⁄2 ду кдр ду | аам ду © а йу 
ЕЕ а= r> a Fy 
3 
代入 已 知 方程 中 ， 得 
д 
dr 
б-+а—а*=0б 
H Ж = 
0+ 5a 0 
解 得 a = 3 
д? = „ 
Ке 
x = ОХ аг) 


z 一 [Aadu + wiv) 
其 中 glu), уэ йт. 


=, te= [а [л 0 |н 


үз г“ = тт 
八 、 两 方程 分 别 对 了 求 导 
И (r)=6r+ zg' (+) 
g'(m)=4— f' (r) 
解 得 Сл) ЗР. к'(т)=?—1т 


f Gr) = 








g(r)=2xr— Tt +C, 


. 305 • 


有 Коо)у=С,, 200) =С, 
9:117 =. 18 


Ў) = g(0) 一 || 52" + 2z + ( | dz 
= g0) С 
` lN 3 J = | 
g(0)=— f(0) + 2| | 2+ 一 = + С,|дх 
一 一 F(N + 1 + 2С, 
3 
Ф =Ü ,— {С 
故 有 | i 2 
C=- OC, {1-+Е2С, 
p „ 5 í 
解 得 (一 一 3， (C = у 
_ 3 2 oa 
а Рб) = 2 +?®—-, 
_„ _ 3% ‚„ T 
г\т)=2т > 2 Р 


Л. & F(z=)= J2(z=)+[f (Ce) 
由 拉 格 朗 上 月 中 值 定理 ，3 а (2,0), РЕ (0,2), 使 
Ра) 9710. = 


|/' Са) = САСО + |/‹— 2)] = 1 


1 
2 
同音 СР) |1 
战 Е(а)=2, FNS 
у (х) Еа, РК, А Fla e] „ЖЖ KB, H 
4 c [2,5]. 使 
F(E) = maxF (r) 


由 于 F(0)=Zf*(0)+[f' (05 ] — 4 
有 FEOF (а), F(0)2ZF(6) 


W Z€ (а,5). X EHE C DAAE AA 


ЕК (Ёу=0 
БЇ oF EAE FE = 0 
由 于 F= FEF (6)y*22F(0)=4 


ШП |” С) 11. АХ / (ё)-50, НА 
FEI S00, EE (а, рәс (—2,25 
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模拟 竞赛 试题 六 及 解析 


试 KA 
—. 填空 
J. 4 r0 HJ. e* 十 tn(] 一 .27 一 1 与 ax" БАТСА, M a 
= r 
т 一 — ~ 1А! z = . 
? r= | grat а —— 


满足 Ат) = РО) |А EARO, (00) 二 7, 则 ird 





4. 已 知 limt Ут —т? 一 ul = 0, ij A= , #— 
+ у= О 
5. жаш. ("77 在 平面 x К, PE r 与 曲面 
rj-ay—z— 3= Ü 
z=" +y" ЖҰТ AO, — 2,5), Ша= ,; б = 


—........ 





б. а lU Ty Ony ERARA 





7. | ir RH у= (Ое R 56 y 轴 旋 转 一 周 上 所 成 加 球体 
的 表面 积 S= 一 

8. рб) 是 一 六 深 多 项 式 ， 已 知 曲 线 >= р(х) у z НЛ [ЛИ 
=. HULD, G. DAS, XÆ D., GDA KFE 
切线 , 刚 ptt)== 


al p d | . 
9. f= ү ea] (ae 全 0 是 常数 ) 的 最 太 值 为 


10. gs f ede = Ç + (20), MJ 
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. m 23t 
_ юп SP a sinx 
=. 下 im 
sm п 
° п 
=. Ё Flr n АЛЛЕ ЖИР ЖИ. 求 曲面 下 | =, =, 二 | = 


在 点 Mroywyzo 外 的 切 平 面 ， 并 证 明 切 平面 过 一 个 定点 ， 
ШШ, БП F ORE (zy= f,Gr)-Fz" le (п AEE). H 


ADET, RR 2, /uCz) 之 和 


五 、 计 算 曲 线 积分 (20У, дс ERR у= 


cos| т++® | ЕЩ al ~ “л, В| Z ‚ 0| 的 一 段 . 

六 、 屋 半径 为 民 的 球 的 球 心 在 以 原点 轴 中 心 , 35 36 а (да> 
R> 0, ЖЫ ЖЮН ЕЖЕ C, 5 Кр ЫБ ЗЕ ДЕ ЖЕ ЭКП РЈ 
部 的 表面 积 最 太 ? 


. "Т У е" __ 
E. бахо, HIRR 2 GFA + eyo + a”) 


полі poy 
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